Matematicas 11 Septiembre 2007

6x+3y+2z=5

Problema 1.1. Dado el sistema de ecuaciones lineales 3x+4y+6z=3 ,sepide:
x+3y+2z=

a) Justificar que para cualquier valor del pardmetro real & , el sistema tiene solucién tnica. (/ punto).

b) Hallar la solucién del sistema en funcion del pardmetro & . (1.3 puntos).
¢) Determinar el valor de & para el que la solucién (x, y, z) del sistema satisface x + y + z = 1. (I punto).

Solucion:

a) La matriz ampliada del sistema es
6 3 215
34 613
13 2la

Estudiemos los rangos de la matriz de coeficientes, A, y de la ampliada A"
A es una matriz 3x3, luego su mdximo rango serd 3. Calculemos el menor de orden 3 de A,

6 3 2
3 4 6/=48+18+18-8-108—-18=-50+0 luego ran (A) = 3.
1 3 2

Como A~ es 3x4, mdximo rango de A’es 3. Como el rango de A ya es 3 el de A’ también serd 3. Por lo tanto:
ran(A) = ran(A°) = 3 = n°de incdgnitas, el sistema es compatible determinado.

Y como en todo el proceso de cdlculo no ha intervenido el pardmetro @ podemos afirmar que el sistema tiene
solucion tinica (es SCD) para cualquier valor de Q.

b) Resolvamos el sistema por Cramer.

53 2
34 6
Ll 3 2 _40+18+18a-80-18-90 _-50+100 _5-a
50 50 =50 5
6 5 2
33 6
I @ 2 36+6a+30-6-36-30 30-30a —3+3a
T 50 T ~50 T R
6 3 5
3 4 3
3 0 240+45+9-20-54-9a -20+15a 4-3a
T 50 50 T 250 10

c) La solucion del sistema que hemos obtenido en el apartado anterior debe satisfacer x + y + z = 1. Es decir,
S5—a -3+3a 4-3a
+ + =
5 5 10
10-2a —-6+6a 4-3a
+ + =
10 10 10
10-2a-6+6a+4-300=10
8+a=10
a=2 Por lo que, el valor buscado de a es 2.

1

1
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6 4
Problema 1.2. Dadas las matrices A = ( | J y X= (XJ , se pide:
- y

0 . . .
a) Obtener razonadamente todos los valores de ¢ para los que ( es la tnica solucién de la ecuacién
0

matricial A X = & X. (1,5 puntos).
b) Resolver la ecuacién matricial A X =2 X . (1,8 puntos).

Solucion:

a)
6 4)\(x X
=

-1 1)\y y
6x+4y=ax 6-—a)x+4y=0

%
—-X+y=ay —-x+(1-a)y=0

para que la tinica solucion del sistema sea la trivial, x = y = 0, deber ser | A| #0, siendo A la matriz de coeficientes

del sistema anterior.

Resolvamos
6—«a 4 2 2
i 1_0[‘:0 - b6-a)(l-a0)+4=0 —> 6-Ta+a +4=0 — a -T7a+10=0
743 _10
a:7i\/(—7)2—4.1.10 _74449-40 7449 743 | 2 T2
2.1 2 2 2 \7-3_4_,
2 2

Luego & —=T7a+10#0 para a#2 y a#5

0
Los valores de ¢ para los que (OJ es la uinica solucion de la ecuacion matricial AX = & X son ge R — {2,5}

b) La ecuacion A X = 2 X corresponde al sistema planteado en el anterior apartado para ¢ =2 .
6-2)x+4y=0 4x+4y=0
%
-x+(1-2)y=0 -x—y=0
Como se cumple que 1? ecuacion = — 4 . 2* ecuacion el sistema es indeterminado, lo resolvemos, por ejemplo, a partir

de la 2° ecuacion.
-x-y=0; y=—x

L 7 a
la solucion serd X = aecR
—-a
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Problema 2.1. Dado el plano 7 :2x+y+ 3z—1 =0y el punto Q = (2,1,3), se pide calcular :

a) La distancia del punto Q al plano 7. (1,1 puntos).

b) El érea del tridgngulo A cuyos vértices Py, P, y P; son los puntos de interseccion del plano 7 con los ejes coordenados.
(1,1 puntos).

c¢) El volumen del tetraedro de vértices Py, P,, P3y Q. (1,1 puntos).

Solucion:
a)
22414331 [4+149-1 13 13

dO, = = ul.
©.7) V224243 Va+149 Y14 14

b) Calculemos los puntos de corte del plano 7 con los ejes de coordenadas,

y=0
z=0
200X 2x+y+3z-1=0
y=0 2x+0-3.0-1=0
(0).4 :{ 0 Debemos resolver el sistema: )y _ 1=
Z:
T:2x+y+3z—-1=0 2x=1 — xzé
i
2
x=0
roY < 4
0 2x+y+3z-1=0
X =
oY : { 0 Debemos resolver el sistema: 2.0+ y—-3.0—-1=0
y—=1=0
T:2x+y+3z—-1=0
y=1
P,(0,1,0)
x=0
y=0
2007 2x+y+3z-1=0
x=0 20+0-3z-1=0
0oz :{ 0 Debemos resolver el sistema: 37, —1=)
y:
T:2x+y+3z-1=0 3z=1 - Z:%

fond)
3

Llamando A al drea tridngulo A cuyos vértices son P}, Py y P;
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A= |RPxER

- - z B B
PR I el I e IO TSN R
R 051—_11 -1 '3 e T2 (376 2
—1 1 2 3 |2
0 -
2 3
R N 2 N\ 2
v |PPxPP|= H +(_1J +(1J :\/l+i+l=\/4”+9: 1414
3 6 2 9 36 4 36 36 6
Finalmente,
114 14
A=———=—u.a.
2 6 12
c)
1 l 0 0
2
{1t 0o 1 0of_ ) a
V(P,P,P,0)= g 1= (desarrollando el determinante por la 3° columna)
1 0 0 —
3
1 2 1 3
l 0 0 1 l 0
2 2
1 —1lo o 1_11 0 1 :i_]__] _(1_2_3 :ii_i+£+§:iﬂ
6 3 3 6 6 6 3 2 66 6 3 2| 6| 6
2 3 /I 2 3
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Problema 2.2. Dados los planos T,y 7, de ecuaciones

T x+2y+z+43=0; 7,:2x+y—z—6=0, sepide:

a) Calcular el dngulo & que forman los planos 7, y 7,. (1,1 puntos).

b) Calcular la ecuacién paramétrica de la recta r, interseccion de los planos T,y 7, (1,1 puntos).

c) Comprobar que el plano 7 de ecuacién x + y — I = 0 es el plano bisector de T,y T, es decir, 7 forma un

dngulo /2 con cada uno de de los planos T,y 7, donde & es el angulo obtenido en el apartado a). (1,1 puntos).

Solucion:
a)
a=ang(z,,,)

e 2D @L-D| 2+2-1 B s I
Tlazn[[@l-D] e+ 12+’ Jovo 6 2 B
b)
Jx+2y+z=-3
r{éx+y—z=6
1 2

como 1=1—4:—3¢0
resolvemos el sistema usando x e y como incognitas principales.
x+2y=-3-2
{2x+y=6+z

-3-z 2
e 6+z 1:_3_Z_12_2Z=_15_3Z=5+Z

-3 -3 -3

I -3-z

2 6+z| 64z+6+2z 12+3z
ST T 3 T 3

x=5+1
Solucion r:<y=-4-1 Ae R
z=4
c)

Sea b el dngulo que forman los planos 7 Y 71-

0s = | (1,21 (1LL,0) | _ 1+2] _ 3] _ 3
2D [[MLL0) | VP +22+ 1212 +12 402 V62 243

3 T
— = =—rvrds
2 P 6

Sea O el dngulo que forman los planos % Y 72+

cos & = @1 DaLO)| = [2+1 = B SN E R B
| QL-D][ALO [ 224+ +17 40 V6V2 243 2
T
Luego B=5= T _ E _a  como queriamos comprobar.
6 2 2
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Problema 3.1. Se consideran las funciones reales f(x) = 4x* + 2x+ 10 y g(x)=x" +x* + 5x + 5. Se pide:
(x)
g(x)

a) Determinar las ecuaciones de las asintotas a la gréafica de la funcién (1,6 puntos).

b) Calcular la funcion H(x) = J-% dx que cumple H(0) = 0. (1,7 puntos).
g(x

Solucion:
a)
_4x7+2x+10
Y X +x*+5x+5

Asintotas verticales:
X+ +5x+5=0

1 1 5 5
-1 -1 0 -5

10 5 0
X+5=0 - x’=-5 sin raices reales.
Veamos six =—1 es a.v.
Lim 4x* +2x+10 _4(—1)2+2(—1)+10_4—2+10_2_
x>l x7 + x> +5x+5 0 0 0
Por lo tanto x = — 1 es asintota vertical.

Asintota horizontal:

 4xXP+2x4+10 (4o C4xr 4
Lim ———— = =Lim—— = Lim—=0
xote X7+ X7 +5x+5 (4+oo) xote xT aodey
andlogamente,

. AxXP42x+10 [ +oo . 4x® 4
Lim——— = =Lim——=Lim—=0
1o X"+ X" +5x+5 \—oo ) xome x7 xomey

Por lo tanto y = 0 es la asintota horizontal.

Asintota oblicua:

4x* +2x+10
x4l . 4x* +2x+10 + o0 . 4x7 .4
m= Lim X *X +5)H'S:le 2 3 > = = Lim 2 =L1m—2:0
X—>eo X xote x4 X7 4+ 5x7+5x (400 ) xote x x>+ X

Por lo tanto no hay asintota oblicua.

b)

4x’ +2x+10
H(x) = dx
) J.x3+xz +5x+5

47 +2x+10 47 +2x+10 A +Bx+C_A(x2+5)+(Bx+C)(x+I)
XX +5x+5 (4D +5) x4+l X +5 (x+D(x* +5)

47 +2x+10= Alx* +5)+ (Bx+CO)(x+1)
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x=—1 — 4-2410=A(U+5+(B+C)=0
12=6A — A=2

x=0 — 10=5A+C
10=5.2+C
10=10+C — C=0
x=1 — 16=6A+(B+C)2
16=6.2+(B+0)2
16=12+2B — 4=2B — B=2

2x
X +5

4x° +2x+10 2
—— dxzj-

X +x +5x+5 x+1
como x*+5>0 VxeR

H(x)=j dx+J‘ dx=2Ln|x+I|+Ln‘x2+5‘+C=

= Ln(x+])2 + Ln(x2 +5)+ C

Debe ser H(0) =0
0=Ln(0+ 1 +Ln(0*+5)+C
O=Lnl+ILn5+C
0=0+Ln5+C

C=-1In)5

Por lo que,

H(x)}=Ln(x+1)* + Ln(x2 +5)— LnS= an
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Problema 3.2. Sea la funcién con dominio los niimeros reales no nulos  f(x) = i
X

a) Calcular la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 2.
(1.8 puntos).

b) Determinar los puntos M y N de la grafica de f(x) para los que las rectas tangentes a la grafica en M y N se cortan en el
punto (4 ,-8). (1.5 puntos).

Solucion:
a) Recta tangente a f{x) en x = 2

x=2 - f(2):%:2 —  punto (2,2)
-4 -4

FW="3 = m=f@="r=-1

la ecuacion de la recta tangente pedida serd: y—2=-1(x—-2)
y-2=—-x+2

y=-x+4

Recta normal a fix) en x =2

punto (2,2)

pendiente m’, siendo m’=-1/m; luegom” =—1/(-1)=1

la ecuacion de la recta normal pedida serd: y—-2=1(x-2); y=x

b) Buscamos dos rectas tangentes a f(x) que pasan por el punto (4, — 8 ), de ellas conocemos:
punto: (4,-8)

—4

pendiente: m= f’(x)=—-
X

La ecuacion de las rectas buscadas serd.:
-4

y+8=—(x-4)
X

como las rectas pasan por puntos de la funcion f(x), pasan por un punto de coordenadas
4
X,—
X

luego i+8 =_—j(x—4)
x x

4+8x —4x+16

2
X X

4x* +8x° = —4x* +16x
8x* +8x*—16x=0
8x=0 — x=0

8x(x2+x—2)=0

_—1+41+48 143 _<x=1

X’ +x-2=0 — x=
2 2

la solucion x = 0 no es vdlida ya que el dominio de f(x) son los niimeros reales no nulos.
Por lo que M y N son puntos de la funcion f(x) con abcisas —2 y 1, es decir,

x=-2

4
xX=-2 = y=——1=-2
T

x=1 — y=%=4

Los puntos pedidos seran M(-2,-2) y N(1,4).
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Problema 4.1. Se tienen dos programas informaticos A y B. Para procesar n datos, el programa A realiza un niimero de

operaciones elementales no superior a ]2 45 %/n° , mientras que el programa B ejecuta n’ — 2 n + 10 operaciones

elementales. Comprobar que cuando el nimero n de datos es grande, el programa A procesa los n datos con menos
operaciones elementales que el programa B. (3,3 puntos).

Solucion:
Llamando NP4(n) al niimero de operaciones elementales que realiza el programa A para procesar n datos y
NPg(n) al niimero de operaciones elementales que realiza el programa B para procesar n datos

De los datos del problema sabemos que: NP,(n)<12+n#/n’ y NP,(n)=n’-2n+10
Para comprobar que para n grandes el programa A realiza menos operaciones que el B calculemos el siguiente

limite,
3 7, §

. NP,(n) _ .. I12+nin’  24+nn 124n .12+ +oo
Lim———< Lim———— = Lim——————= Lim—————= Lim —; = =
note NPy(n) no+en” =2n+10 no+=n”—=2n+10 n->+>n”=2n+10 nr>+=n"—=2n+10 \+oo

175

n 1 1
= Lim =Lim—z=—-=0
n—+oo n2 n—>+oon025 +oo

Considerando que para valores grandes den, NP,(n) 'y NP,(n) son positivos, podemos afirmar que:

rim NE W _
n—te NPy (n)

Como el valor del limite es 0, esto quiere decir que para valores de n grandes el denominador (niimero de operaciones
del programa B) es mayor que el numerador, es decir, que el programa A procesa los n datos con menos operaciones
elementales que el programa B.
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Problema 4.2. El borde de un estanque esta formado por el arco de curvay = 4 — x° de extremos -2,00y(2,0)yel
segmento rectilineo que une estos dos puntos. Un surtidor estd situado en el punto de coordenadas (0,2) . Se pide:

a) Determinar, razonadamente, el punto del segmento rectilineo del borde del estanque que estd mas préximo del surtidor.
(0,8 puntos).

b) Determinar, razonadamente, los puntos del arco de curva del borde del estanque que estdn mds préximos del surtidor.
(1,6 puntos).

c) ;Cuales son los puntos del borde del estanque mas préximos al surtidor? (0,9 puntos).

Solucion:

La representacion grdfica del estanque es:

-2 2

a)
El punto del segmento rectilineo mds cercano al surtidor, punto S(0,2), es el (0,0) ya que la distancia del surtidor a
este punto es 2 'y a cualquier otro punto del segmento rectilineo seria:
d(S.(d.0)=+/(d—0)> +(0-2)* =d* +4 ,de[-22]yd 20
como & > 0, entonces 4 + d* > 4
como tanto 4 + d* como 4 son positivos se cumple que

Va+d? >J4 = a+d?>2

es decir, d( S,(d,0) ) > d( S, (0,0) ).

b)

Las coordenadas de cualquier punto del arco de curva son ( x, 4 — X ) 0.2

-2

d(S.P)=[(x=0)* +(4—x> —2)> =[x’ +(2—x*)’
d(S,P) serd minima cuando d = xX* + (2 — X’ )’ sea minima, calculemos el minimo de esta iiltima funcion.
d=2x+22-x)(-2x)=2x-8x+4x3=4x-6x

2x=0 - x=0

2x*=3=0 > x2=E - xzi\/E
2 2

Para ver para cudles de los anteriores valores la funcion d es minima calculemos su segunda derivada,
. 2
d"=12x -6
. 2 )
parax=0, d”"=12.0 -6 = -6 <0, mdximo

4x —6x=0; 2x(2x*-3)=0
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2
pamxz\/E al”=12\/E —6=12§—6=18—6=12>0 minimo
2 2 2
2
3 . 3 3 ..
para x =— 5 d’=12| - 5 —6:125—6:18—6=12>O minimo

Tenemos las abcisas de los puntos buscados, calculemos sus ordenadas,

2
x:\ﬁ poa | ] 24 325
2 2 2 2
3 3) 35
2 2 2 2

Por lo tanto los puntos del arco de curva del borde el estanque que estdn mds proximos al surtidor son:
3 5 3 5
—_— . p— y —_— p— . —_—
22 22
c)

En los apartados anteriores hemos obtenido los puntos mds cercanos al surtidor del borde rectilineo y del curvo; estos
puntos son

(23] + [ 3

El surtidor estd en el punto (0,2), calculemos la distancia del surtidor a cada uno de los puntos anteriores.

Segiin obtuvimos en el apartado a), d; = d(S, (0,0) ) =2
Segiin obtuvimos en el apartado b), los puntos del arco de curva distan del surtidor

d(S,P) =X +(2—x°)

2 2\2 3 5
d,=d| s, \E,é P a2l P =24 222) = P} = Pt 7 237 C 13008757
272 2 2 2 2) V2 2) V2 eV T2
35 3) R 3 3 (1Y 31 [1 7
d,=d| s, —\ﬁ,— =2 a2 | 224 2= = 242 =242 = [L =Y _ 13008757
272 2 2 2 2) V27 2) V2 Ta TV 2

Por lo que los puntos del borde del estanque mds proximos al surtidor son: (

N | W
N | L
N—
<
VR
I
N | W
N |
N—

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com



