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Problema 1.1. Dado el sistema dependiente  del parámetro real α   
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, se pide: 

a) Determinar, razonadamente los valores de α  para los que el sistema es compatible determinado, compatible 

indeterminado e incompatible. (1,3 puntos). 

b) Resolver el sistema cuando es compatible determinado. (1,3 puntos). 

c) Obtener, razonadamente, la solución del sistema cuando α = 0. (0,7 puntos). 

 

Solución: 

a) 

Llamando A a la matriz de coeficientes del sistema y A’ a la matriz ampliada, 
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A es una matriz 3x3, luego el máximo rango de A será 3 

A’ es una matriz 3x4, luego su máximo rango será 3 

Estudiemos el rano de A 
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Sabemos que │ A │= 0  luego el rango de A será menor o igual que 2, como el menor de A 
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Ahora calculemos el rango de A’. Orlando el menor anterior de A, no nulo, con 3ª fila y 4ª columna de A´, 
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ran(A) = 2 ≠ 3 = ran(A’), Sistema Incompatible 
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Como esta matriz tiene todas sus filas (o columnas) iguales para estudiar su rango sólo debemos considerar una fila, 

la 1ª por ejemplo, como esta fila tiene elementos no nulos ran(A´) = 1. Lo mismo ocurre con la matriz A, por lo que 

ran(A) = ran(A´) = 1 < 3 = nº de incógnitas, Sistema Compatible Indeterminado. 

 

 

b) Resolvamos el sistema para  12 ≠−≠ αα y  
Resolvemos el sistema por Cramer, 
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Utilizaremos los resultados obtenidos en el apartado a) 
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Como las raíces del polinomio  233 +− αα  son (obtenido en  a) ) 1=α  doble   y ⇒−= 2α  
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Siguiendo con el cálculo de x, 
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como  2−≠α  la solución anterior existe puesto que el denominador es no nulo. 
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Cuando el sistema es compatible determinado la solución es: 
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c) Solución para 0=α  

Como 0 es distinto de  – 2 y 1, para este valor de α  obtendremos la solución del sistema usando el resultado del 

apartado anterior. Es decir, 
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Problema 1.2. Sean I  y  A  las matrices cuadradas siguientes: 
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Se pide calcular, escribiendo explícitamente las operaciones necesarias: 

a) Las matrices A
2
   y   A

3
. (1,8 puntos). 

b) Los números reales  βα y  para los que se verifica ( ) .
3

AIAI βα +=+  
(1,8 puntos). 

 

Solución: 

a) 

Cálculo de A
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Hemos obtenido que A
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b) Utilizaremos los resultados del anterior apartado   A
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Problema 2.1. Se dan los puntos  A = ( 2 , 1 , 1 )   y   B = ( 1 , 0 , – 1 ), y la recta  r  de ecuación 
2

2
5:

−

+
==−

z
yxr

 
Se pide calcular razonadamente: 

a) El punto C de  r  que equidista de A  y  B. (2 puntos). 
b) El área del triángulo ABC. (1,3 puntos). 
 

Solución: 
a)  

),(),(/ CBdCAdrCBuscamos =∈  
Escribamos la ecuación paramétrica de la recta r; como conocemos su ecuación en forma continua es fácil escribir la 
ecuación paramétrica: 
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Por lo que las coordenadas de cualquier punto de la recta r, en particular del C que buscamos, son 
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Calculemos las distancias indicadas, 
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Resolvemos la ecuación planteada elevando ambos miembros de la igualdad al cuadrado, 
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Comprobemos que esta solución lo es de la ecuación irracional inicial, 
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Otra forma de resolverlo, 
Calculamos el siguiente plano: 
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La educación del plano será: x + y + 2 z + D = 0, con la condición de que pase por 
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b) Área del triángulo ABC  
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Problema 2.2. Dadas la recta  r, intersección de los planos   y + z = 0   y   x – 2 y – 1 = 0, y la recta  s  de ecuación 

31
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, se pide 

a) Obtener, razonadamente, las ecuaciones paramétricas de  r   y   s. (1,1 puntos). 

b) Explicar de un modo razonado cuál es la posición relativa de las rectas  r   y   s. (1,1 puntos). 

c) Calcular la distancia entre las rectas  r   y   s. (1,1 puntos). 

 

Solución: 

a) Ecuaciones paramétricas de r 

Resolvamos el sistema de ecuaciones que define la recta r 
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podemos resolver el sistema anterior usando  x  e  y como incógnitas principales, 
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Por lo que las ecuaciones paramétricas de la recta r serán: ℜ∈
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Ecuaciones paramétricas de s 
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la ecuación continua será 
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b) Posición relativa de  r  y  s.  

Estudiemos el sistema que plantearíamos para buscar el punto de corte entre las rectas, 









=+

=−−

−=−−

→








−=

+=−

=−

3

1

122

3

1

221

µλ

µλ

µλ

µλ

µλ

µλ

 

La matriz ampliada del sistema 
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En la matriz de coeficientes, A, vemos que  C1 = C2   y que tiene elementos no nulos, luego   ran(A) = 1 
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En la matriz ampliada, como  C1 = C2  2´)(0312
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Como ran(A) = 1 y ran(A´)=2, las rectas r y s son paralelas. 

 

 

c) Como las rectas  r  y  s  son paralelas 

( ) ( )

( )

..
3

35

3

5

6

25
),(

6114)1(12

2550925163)5(4

)3,5,4(21)61()31(
12

11

12

31

11

31

112

311

)1,1,2(

)3,1,1(
)3,1,0(

)0,0,1(

,,

222

222

lusrdqueloPor

v

vPP

kjikji

kji

vPP

v

PP
P

P

v

vPP
sPdsrd

s

srs

srs

s

rs

s

r

s

srs

r

===

=++=−++=

==++=+−+=×

−=+++−−+=
−

+
−

−
−

−

−−
=

−

−−=×

−

−−→

×
==

→→→→→→

→→→

 

Clases de preparación para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Matemáticas, Física y Química  tuprofealrescate.com



Matemáticas II   Junio 2008 
 

Problema 3.1. Se considera, en el primer cuadrante, la región R del plano limitada por: el eje X, el eje Y, la recta  x = 2 y 

la curva 
2x4

1
y

+
= . 

a) Calcular razonadamente el área de la región R. (1,5 puntos). 
b) Encontrar el valor de α  para que la recta  α=x  divida la región R en dos partes  A (izquierda)  y B (derecha)  

tales que el área de A sea el doble que la de B. (1,8 puntos). 
 

Solución: 

a) Representación gráfica de 
24

1

x
y

+
=

 
Dom y = R 

4+x2=0;   x2= – 4 no tiene soluciones reales, Dom y = R 
Puntos de corte con ejes coordenados   ( 0 , ¼ ) 

x = 0;  y = ¼ 
y = 0; 0 = 1 no hay solución 

Asíntotas 
No tiene asíntota vertical ya que el dominio de la función es R 
horizontal, 
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por lo tanto   y = 0   es la a. h. 

oblicua, no tiene ya que es un cociente de polinomios con a. horizontal 

0
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1
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2
>
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→>+ℜ∈∀
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La función está por encima del eje OX 

 
A partir de estos datos podemos hacer una representación aproximada de la función dada, 

 
Esta representación es suficiente para resolver el problema. 
 
La representación gráfica de la región  R  es, 

 
Por lo tanto el cálculo de su área lo realizamos mediante la siguiente integral definida, 
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Luego el área de la región R mide  ..
8

au
π

 
 
 

b) Gráficamente el problema a resolver es, 

 
de forma que  Área (A) = 2 Área(B) 
 
Cálculo del área de A, (utilizamos parte del cálculo integral realizado en el apartado anterior) 
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Cálculo del área de B, 
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Por lo que, 

1547,1
3

32

3

3

262

4.3

2

2

422

3

2422

1

22

1

8
2

22

1

≅=→=→=

=

=

−=









−=

α
απα

πα

πα

απα

απα

arctg

arctg

arctg

arctgarctg

arctgarctg

 

 

Clases de preparación para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Matemáticas, Física y Química  tuprofealrescate.com



Matemáticas II   Junio 2008 
 

Problema 3.2. Se considera la función real f (x) = x
2
 – 4. Obtener, explicando el proceso de cálculo: 

a) La gráfica de la curva  y = f(x). (2 puntos). 

b) Los valores de x para los que está definida la función real  g(x) = ln f(x). (1,3 puntos). 

c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función g(x), razonando si tiene, o no, máximo absoluto. 

     (1,3 puntos). 

 

Solución: 

a) Podemos obtener la gráfica de esta curva de dos formas diferentes. 

 

a1) Como y = x
2
 – 4  es una función polinómica de 2º grado, gráficamente es una parábola. 

Efectuemos los cálculos para representar esta parábola. 

Puntos de corte con los ejes coordenados, 

x = 0,   y = 0
2
 – 4 = – 4 

y = 0,  0 = x
2
 – 4;  x

2
 = 4; dos soluciones: x1 = 2   y   x2 = – 2 

Los puntos de corte son ( 0 , – 4 ), ( 2 , 0 ) y ( – 2 , 0 ) 

Vértice de la parábola, 

40
1.2

0

2
−=→==

−
= y

a

b
x

 
El vértice es ( 0 , – 4 )  

La gráfica de   y = x
2
 – 4  es 

 
 

 

a2) y = x
2
 – 4  tratada como función. 

Dom y = R, por ser una función polinómica. 

Puntos de corte con los ejes coordenados, 

x = 0,   y = 0
2
 – 4 = – 4 

y = 0,  0 = x
2
 – 4;  x

2
 = 4; dos soluciones: x1 = 2   y   x2 = – 2 

Los puntos de corte son ( 0 , – 4 ), ( 2 , 0 ) y ( – 2 , 0 ) 

Monotonía, signo de y´ 

y´ = 2 x  

2 x = 0;  x = 0 

 

( )

( )

)4,0(

,0

0,

−

∞+

∞−

relativoMínimo

Creciente

eDecrecient

 
 

La gráfica de   y = x
2
 – 4  es 
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b) g(x) = Ln ( x
2
 – 4 ) . Buscamos el dominio de g(x) 

x
2
 – 4 > 0, considerando la representación gráfica realizada en el apartado anterior obtenemos inmediatamente la 

solución de esta inecuación que es el dominio de g(x), 

( ) ( )∞+−∞−= ,22,)( UxgDom  
 

 

c) Monotonía de g(x) 

g(x) = Ln ( x
2
 – 4 ) 

4

2
)´(

2
−

=
x

x
xg

 
estudiemos el signo de g´(x), para ello buscamos las raíces del numerador y del denominador, 

2 x = 0;  x = 0 

x
2
 – 4 = 0; dos soluciones: x1 = 2   y   x2 = – 2 

Representando estas raíces en la recta real y teniendo en cuenta el dominio de g(x), obtenemos 

 
 

 

Por lo tanto g(x) es  
( )

( )∞+

−∞−

,2

2,

Creciente

eDecrecient

 
Y g(x) no tiene ni máximos ni mínimos relativos. Para comprobar si g(x) tiene máximo absoluto representémosla 

gráficamente. Ya conocemos su dominio y su monotonía. 

( ) ( )∞+−∞−= ,22,)( UxgDom  
Puntos de corte con eje OX, 

( )
( )
( )05

05

xgDom2325x5x14x04xLn0y
222

,

,

)(,

−
→

→∈±≅±=→=→=−→=−→=

 

no hay corte con el eje OY porque x = 0 no es del dominio de g(x) 

Asíntota vertical, 

( )

( ) ..204

..204

2

2

2

2

vaesxLnxLnLím

vaesxLnxLnLím

x

x

=→−∞==−
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+
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La representación gráfica será, 

 
Luego g(x) no tiene máximo absoluto. 
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Problema 4.1. Una empresa decide lanzar una campaña de propaganda de uno de sus productos editando un texto que 

ocupa 18 cm
2
 en hojas rectangulares impresas a una cara, con márgenes superior e inferior de 2 cm y laterales de 1 cm. Se 

pide calcular, razonadamente, las dimensiones de la hoja para las que el consumo de papel sea mínimo. (3,3 puntos). 

 

Solución: 

El formato y dimensiones de la hoja que se utiliza es: 

 

Dimensiones de la hoja: 

Largo: y 

Ancho: x 

 

Consumo de papel: x y  

 

La relación entre  x  e  y viene dada por el área que ocupa el texto impreso: 

2

18
4

2

18
418)2)(4(

−
+=→

−
=−→=−−

x
y

x
yxy

 
Por la forma de la propaganda los valores de  x  e  y  deben cumplir que:   x > 2   e   

y > 4 

La función que debemos minimizar, C(x), consumo de papel, será: 

2

18
4

2

18
4)(

−
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x
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xyxxC

 
por la condición que debe cumplir el valor de x deducimos que  ( )∞+= ,2)(xCDom  
 

Busquemos los extremos relativos de la función C(x). 
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Calculemos C´´ para determinar el tipo de extremo. 

 

Expresemos C´ de la siguiente forma, C´(x) = 4 – 36 (x – 2)
– 2 

 

C´´(x) = – 36 ( – 2 ) (x – 2)
– 3

 = 72 (x – 2)
– 3

= 
3)2(

72

−x  

relativomínimoxCxpara 50
27

72

)25(

72
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3
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−
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Comprobemos que este mínimo relativo es absoluto estudiando la función C(x). Como el dominio de esta función es un 

intervalo calculamos sus límites en los extremos del intervalo, 

+∞=++∞=








−
+

∞+→
−

⇒→−⇒→

+∞=+∞+=








−
+

∞+→

++

→ +

0)(
2

18
4

2

18
0)2(2

)(8
2

18
4

2

x
xLím

x
xx

x
xLím

x

x

 
Luego el mínimo relativo anterior es un mínimo absoluto. Nos falta calcular el valor de y, 
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Solución: 

 

El consumo de papel es mínimo para una hoja de papel de  5 cm. x 10 cm. 
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Problema 4.2. Una ventana tiene forma de trapecio rectangular. La base menor mide 20 cm y el lado oblicuo mide 40 cm. 

Hallar, razonadamente, el ángulo α  que debe formar el lado oblicuo con la base mayor para que el área de la ventana sea 

máxima. (3,3 puntos). 

 
Nota: Un trapecio rectangular es un cuadrilátero con dos lados paralelos y en el que uno de los otros dos lados es perpendicular a estos dos lados 

paralelos. 

 

Solución: 

Gráficamente el problema a resolver es 

 

máximaseaAtrapecio/?¿α
 

( )
2

20)20(

2

)( xyhbB
Atrapecio

++
=
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=

 
Calculemos los valores de  x  e  y  en función del ángulo. En el triángulo rectángulo de la figura se obtiene: 

( ) ( )
( ) αα

αααα
α

αα
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sen
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y
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20cos4040
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Por construcción de la figura α  deber ser un ángulo agudo, luego 







∈

2
,0

π
α

 
La función A es una función continua por serlo las funciones seno y coseno y porque las operaciones que intervienen 

en su definición (suma y producto) también son continuas. 

Procedamos a obtener el máximo de la función A 

( )









∈=→−=

=→=

−=
−

=
−−

==
+−

=
+−

=
±−

=
±−

=
+±−

=
−−±−

=

=−+→=−+→=′

−+=

=+++−=++−−=

−=→=+∀

=++−=++−=′

2
0queyaválidanosolución1

32

1

1
4

4

4

31

2

1

4

2

4

31

4

31

4

31

4

91

4

811

22

12411

012080080016000A

8008001600

8008008008008008001800

1sen1senquesabemos

800800sen800204040sen20sen40A

2

22

2

2222

2222

22

π
απαα

π
αα

α

αααα

αα

αααααα

ααααα

ααααααα

,,cos

cos

.

)(..
cos

coscoscoscos

coscos

coscoscoscoscoscos

coscos,

coscoscos)cos(.

 

Para determinar si la solución es máximo estudiemos el signo de A´ a ambos lados de la solución obtenida para A´ = 

0. 

 
Estudiamos el signo de A´ en puntos intermedios de los dos intervalos en que está dividido el dominio de A, 
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05119´47180031́cos80031́cos160031́

03079´113480050́cos80050́cos160050́
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Tenemos el siguiente resultado: 

 
 

Luego la función A tiene un máximo relativo para  
3

π
α =

 
Como la función A, que es continua, es creciente a la izquierda de este valor y decreciente a su derecha, este máximo 

relativo es absoluto. 
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Por lo tanto, para que el área de la ventana sea máxima el ángulo  
3

π
α =

 
rds y este área medirá  23600 cm  
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