Matematicas II Julio 2018

x + y =1
PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones (a—1Dy + z=0
x + ay+(a-1Dz=a

donde a es un parametro real. Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos
del razonamiento utilizado:

a) Los valores del pardmetro a para los cuales el sistema es compatible. (5 puntos)

b) Las soluciones del sistema cuando a = 1. (3 puntos)

¢) Las soluciones del sistema cuando a = 0. (4 puntos)
Solucion:

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas.
1 1 011

La matriz ampliada de este sistema es: A'=|0 a—1 1 i 0
1 a a-—1 i a

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.

A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

1 1 0
A=0 a-1 1 |=(a-1’+1-a=d’-2a+I1+1-a=a’-3a+2
1 a a-1
1 -3 2
1 1 -2
a-3a+2=0 — Por Ruffini, 1 -2 |0 Soluciones: a=1 y a=2
2 2
1o
Entonces,

para a # 1,2, /A / #0 — ran(A) = 3y, como el mdximo rango de A’ es 3, ran(A’) = 3, por lo que
ran(A) = ran(A”) = 3 = n’incognitas — Sistema Compatible Determinado

paraa=1, /A/:O — ran(A) <2
1 1 011

|

La matriz ampliada del sistema queda: A'=|0 0 10
|

1 1 0'1

Como F; = F, en el estudio del rango de A~ podemos eliminar la fila 3.

dard 1 1 01
|
Quedaria 00 110

Calculemos el rango de A (como A es 2x3, el mdximo rango de A serd 2),

=1#0 — ran(A)=1
— ran(A)=2

1 0
=1#0 — ran(A)=2
0 1

Como el mdximo rango de A~ también seria 2 (A’es 2x4) — ran(A°) =2

Por tanto, ran(A) = ran(A”°) = 2 < n° de incognitas — Sistema Compatible Indeterminado.



paraa=2, /A/:O — ran(A) <2

1 1 01
|

La matriz ampliada del sistema queda: A'=[0 1 1}0
|

12 112

Calculemos el rango de A, sabemos que /A/ =0 (el mdximo rango de A serd 2),

|=1#20 — ran(A)>1
- ran(A)=2

1 0
]=I¢0 — ran(A) =2

Como el mdximo rango de A~ también seria 2 (A’es 2x4) — ran(A") =2
Calculemos el rango de A’, aiiadiendo al menor anterior de orden 2 no nulo la 3° fila y la 4° columna de

A

1 1 1
0 1 0=2-1=1#0 — ran(A)=3
1 2 2

Por tanto, ran(A) #ran(A°) — Sistema Incompatible.

Respondamos a las preguntas,
a) El sistema es compatible para a #2.

(para a #1, 2 es compatible determinado y para a = 1 es compatible indeterminado)

b) Soluciones para a = 1
Segiin lo estudiado inicialmente, el sistema a resolver estd formado por la 1*y 2° ecuaciones y como
incognitas principales z e y. Es decir,

x+y=1 y=I1-x
_)
z=0 z=0

x=A
La solucion del sistema es: < y=1-1 AeR
z=0

c) Soluciones para a =0
Si a=0, a#1, 2, el sistema es compatible determinado.
El sistema a resolver es:

x+y =1
—-y+z=0 |, |A|=a2—3a+2 a:0=2. Por Cramer :
X -z=0
1 1 0 1 1 0 1 1 1
0 -1 1 0 0 1 0 -1 0
0o 0 -1 1] 1 0 -1 1 1 0 0 1
X = = — y: = — = = —
2 2 2 2

Para a =0 la solucion del sistema es: x=y=7z= 1.
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Matematicas II Julio 2018
x—=2y=0

z=0 y el punto
A = (1, 1, I). Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) Larecta que pasapor A, cortaalarecta s y es paralelaal plano m. (4 puntos)
b) El plano que pasa por A, es perpendicular al plano n y paralelo a larecta s. (3 puntos)
c¢) Discute si el punto (3,2,1) estd en la recta paralelaa s que pasa por (5,3,1). (3 puntos)

PROBLEMA A.2. Se tienen el plano 7 x—y+z—-3=0,larecta s: {

Solucion:

a) /Recta r?/ Aecr, rnszd y r/ 7w
Como r//m — v, Ln, (v, = vector director de r. n,=vector perpendicular al plano 7[)

n =(1,-1,1)

T
Como r corta a s, obtengamos un punto cualquiera de la recta s:
x=2A

-2y=0 =2

s S T L =2 S P (A A0)
z=0 z=0 0

Z:

—

AeryPser%A—P;esv
AP =(2A-1,A-1,-1)=v,
como v. ln. — v.-n.=0 — (2A-1,A-1,-1)-(1,-1,1)=0
2A-1-A+1-1=0
A-1=0
A=1
Para A=1 Py(2,1,0) y vj:(I,O,—I). Por tanto, la ecuacion de la recta pedida serd:

r

x-1_y-1_2z-1

Ecuacion continua:

1 0 -1
x=1+1

Ecuacion paramétrica: <y =1 AeR
z=1-1

b) ;Plano 6?/ A€o, olmx y o/s

Para obtener la ecuacion del plano o necesitamos un punto y dos vectores directores de O.
como Aeoc — P, =A=(1,1,1)

clzx — u,=n,=(,-11I

olls = v,=v,=(210)"

(* a partir de la ecuacion paramétrica de la recta s obtenida en el apartado (a) )
Ecuacion del plano o,
x—1 y—-1 z-1

1 -1 1 |=0 (desarrollando por la 1°fila)
2 1 0
(x—DT] W—OPJﬂj ]+u—nr _ﬂ=0
1 0 2 0 2 1

x=DED=(y-DE2)+(z-DHU+2)=0
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- x+1+2y-2+3z-3=0
- x+2y+3z7-4=0 — x-2y-3z+4=0

Solucion: plano o:x-2y-3z+4=0

c)srecta t?/ (5,3, 1) et y t//s.
punto (5,3,1)
recta t

[ pp—

v, (comot//s - \_);:VT) - \7,=(2,I,0)

x=5+24
Portanto, t:{y=3+4 AeR
z=1
Veamos si el punto (3,2,1) €t
3=5+21
-2=21 A=-1 )
2=3+41 - - Solucion A=-1
-1=1 A=-1

1=1

Por tanto (3,2, 1) estd en la recta paralela a s que pasa por (5,3,1).
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PROBLEMA A.3. Consideramos la funciéon f{x) = a X +bxX*+cxcos(mx), que depende
de los pardmetros a, b, c. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:
a) La relacion entre los coeficientes a, b, ¢ sabiendo que f{x) toma el valor 22 cuando
x=1. (2 puntos)
b) La relacion que deben verificar los coeficientes a, b y ¢ para que sea horizontal la recta
tangente a la curva y = f{x) en el punto P de dicha curva, sabiendo que la abscisa del

punto Pes x = 1. (4 puntos)
1

C) L x cos(m x) dx (4 puntos)
Solucion:

a) Para x=1, f(1)=22.
2=a.P+b.P+c.1.cos(m. 1)
22=a+b+c.(-1)
22=a+b-c

Solucion: la relacion entre los coeficientes es a +b—c =22.

b) Pes el puntode y = f(x) cuando x = I; segiin el apartado anterior P ( 1, 22 ).
Para que la tangente a 'y = f(x) en P sea horizontal, debe ser y._, =0
y’:3ax2+2bx+cc0s(7t'x)+cx(—sen(n’x))n':.?ax2+2bx+ccos(ﬂ'x)—n'cxsen(ﬂ'x)
y_,=3al+2bl+ccos(xr)—rmclsen(m1)=3a+2b-c

Solucion: la relacion entre los coeficientes es 3a+2b—-c=0.

1
c) I x cos (m x) dx . Calculemos _[ x cos(7 x) dx, la resolvemos por partes,
0

u=x — du=dx

T x)dx= —
Ix €08 (7 7) dv=cos(rx)dx — v= jcos(f[ x)dx = 1 sen(rr x)
/4
=X 1 Sen(ﬂ x)— Ii Sen(ﬂ x) dx = M A jsen(ﬂ' x) dx =
V4 T V4 V4
_Xx sen(ﬂ' x) B i{i (= cos(z x))} _X sen(ﬂ' x) N Cos(72[ x)
/4 Tz V1 /4
Finalmente,

_L]xcos(fc % dx:{x se;;(ﬂ' x)+ cos(72z x)} :(1 : sen(ﬂ'.])+ Cos 75.1)]_

T 0 T T
_(0.sen(ﬂ'.O)+cos(z.O)j:(ﬂ_l_—_Z]j_(oJrizj::;f_izz_%z_0,2026
T T T T T T T T
2

Solucién: L] xcos(mx)dx= —? =—02026
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PROBLEMA B.1. Resolver los siguientes apartados, escribiendo todos los pasos del

razonamiento utilizado:
a) Dadas A y B, matrices cuadradas del mismo orden tales que A B=A y B A =B,

deducirque A°=A y B°=B. (4 puntos)

1
b) Dada la matriz A= {0 0}, se pide encontrar los pardmetros a, b para que la matriz

0
B= B b} cumplaque B°=B pero AB#A y BA #B (2 puntos)
x 1 0
c) Sabiendoque |y 2 1|=3, Obtenerrazonadamente el valor de los determinantes
z 3 2
2x 1 0 x+1 1 0
2y 2 1 y |y+3 2 1 (4 puntos)
2z 3 2 z+5 3 2
Solucion:

a) A y B, matrices cuadradas del mismo orden tales que AB=A y BA =B, gAz =A? vy gBZ =B?
Consideramos AB=A (1) y BA=B (2)
A’=AA= {por (1)} = (A B)A = {propiedad asociativa} =A (BA ) = {por(2)} =AB = {por (1)} =A
Por tanto, A’=A

B =BB== {por (2)} = (B A ) B = {propiedad asociativa} = B(A B ) = {por (1)} = BA = {por (2)} =B
Por tanto, B’=B

10 a 0 )
b) A=0 ol La,be R/ B= s cumpla B°=B,AB#A y BA#B?

, |a Olla 0 a’ 0
B: =
1 bl|1 b| |a+b b

, 0 a=a
0
sig=8 - | “ U= 7 5 {p=b
at+b b 1 b
a+b=1
5 p a=0
a=a —> a-a=0 — a(a-1H=0 —
a—1=0 — a=1
5 5 b=0
b°=b —> b°"-b=0 —> bb-H=0 -
b—1=0 — b=1
a=0 y b=1
Como, ademds, a+b=1— (o (m)
a=1 y b=0
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Como A B #A,

1 0lla 0] [a 0] [1 O]
AB = = # - a#l
0 0|1 b| [0 0] |0 0]
Como BA #B,
a 011 0] [a 0] [a O]
BA = = * - b#0
1 bjlo o] [1 0] |1 b

De las dos soluciones obtenidas en (m), la que cumple que a #1 y b#0 es a=0 y b=1.

Solucion: los valores de los pardametros buscados son a=0 y b=1.

x 1 0
c) |y 2 I|=3,
z 3 2
Calculemos:
2x 10 El factor 2 que se repite en x I 0
2y 2 I|= lal®columna sale fueradel =2|y 2 1/=2-3=6
2z 3 2 determinante ;3 2
Como la I* columna )\ 7 |1 ] ¢ 1 1 0| Enelitimo

x+1 1 0| es suma de dos, el determinante
determinante se=|y 2 I|+|3 2 [l|=3+|3 2 |1 “C=C,+C;, =3+0=3

Yy +3 2 = calcula como suma
z+5 3 2 de dos determi- |% 32 p 32 5 3 21 olr fanto es
nantes niuo
2x 1 0 x+1 1 0
Por tanto, |2y 2 1I|=6 y y+3 2 1I|=3
2z 3 2 z+5 3 2
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x+vy=3 )
Y , se pide obtener razonadamente,

PROBLEMA B.2. Dadalarecta r:
x+4y—z=38

escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r (3 puntos)
b) La ecuacién del plano 7 que es paraleloa r y pasa por los puntos (5,0,1) y (4,1,0)
(4 puntos)
c) La distancia entre larecta r y el plano 7 obtenido en el apartado anterior. (2 puntos)

Solucion:

a) Ecuaciones paramétricas de la recta r.
Debemos resolver el sistema que determina a .

11 03
|
1 4 -1'8

1 1 i x+y=3
como =4—-1=3+#0, el sistema a resolver es
4 x+4y=8+z
3 1
8+z 4 12-8—-7 4-z
Ty T T3
P Ecuaciones paramétricas "complicadas"
M 8+z 84+z-3 5+z
Y53 3 3

Escogemos otro menor no nulo,
1 1 0,3
|
1 4 —-1,8
1 =3—x
como

=—1#0, el sistema a resolver es
4dy—z=8—-x

Sustituyendo el valor de y del la 1* ecuacion en la 2°,
4(3—-x)-z=8-x hay que despejar z, 12—-4x—-z=8—-x; z=4—-3x

x=A
Por tanto, las ecuaciones paramétricas der son:<y=3—-1 AeR
z7=4-31

b) ;Plano n?/ x//r y los puntos (5,0,1)y(4,1,0) € &
Para el plano 7 necesitamos un punto y dos vectores directores,

Puntode © (5,0,1)

Como nw//lr — \71 = \7, = (I,—I,—3 ) de las ecuaciones paramétricas de r obtenidas en (a).

Con los dos puntos del plano 7, Z =(5,0,1)-(4,1,0)=(1,-1,1)

Ecuacion del plano x,

x=5 y-0 z-1

1 —1 =3 |=0 (desarrollando por la 1°fila)
1 -1 1
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-1 -3 -3 -1
-1 1 1 1 -1
x=5I-3N-yU+)+(z-D(I+1)=0

—4(x=5)—4y=0 = —4x+20-4y=0 — x+y-5=0

(x=3)

1
‘—y +(Z—])‘] ‘=0

Solucion: mx+y-5=10

c)d(r,m)?
Como r// 7w ( segin el apartado (b) ), d(r,n) = d(P,,7)
Pr(0,3,4) ( segiin las ecuaciones paramétricas del la recta r obtenidas en (a) )
0+3-5 2

dp.m)=" = =2
) F+2 A2

Solucion: d(r,n) = V2 ul
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PROBLEMA B.3. Dentro de una cartulina rectangular se desea hacer un dibujo que ocupe un
rectangulo R de 600 cm’ de drea de manera que:
Por encima y por debajo de R deben quedar unos margenes de 3 cm de altura cada uno. Los
margenes a izquierda y derecha de R deben tener una anchura de 2 cm cada uno.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El édrea de la cartulina en funcién de la base x del rectangulo R. (3 puntos)

b) El valor de x para el cual el drea de la cartulina es minima. (5 puntos)
¢) Las dimensiones de dicha cartulina de drea minima. (3 puntos)
Solucion:

La representacion grdfica del ejercicio es:

3 cm

2 cm 600 sz 2 cm

3 cm

a) Area de la cartulina en funcion de x (base de R).

Ar=600cm’* — x.h=600 — h =@ (como x es la longitud de la base, x > 0)
X

Entonces, las medidas de la cartulina son: base =x+ 4 y altura = @ +6

X
El drea de la cartulina serd: (x+4) (@ + 6) =600+6x+ 2400 +24=624+6x+ 2400
X X X
2400
Solucion: A, =024 +6x+ , x>0
X
b) ;x?/ Acariina Sea minima.
2400
Por el apartado (a) sabemos que A, uina =024 +6x + , x>0
X
Obtengamos el minimo de esta funcion,
, 2400
Acartulina = 6 - 2
X
, 2400 5 5 5
Aiinga=0 — 6———=0 — 6x"-2400=0 — 6x =2400 — x =400
X

x=%,400 =%20

Como x > 0, entonces x = 20
Para determinar si para este valor de x el drea es minima, estudiemos la monotonia de A aruiina
Hay que estudiar el signo de A cqpuiina en los intervalos (0,20 ) y (20, +)

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com



x | A
16222 - _5304<0 X\ /
|

I’ Por tanto: I
I

|
21 6—2400—0/55..>0 0 20

P
Luego, en x = 20 se alcanza el minimo relativo que, ademds, es el minimo absoluto ya que la funcion A. es

decreciente a la izquierda y creciente a la derecha.

Solucion: el drea de la cartulina es minima para x = 20 cm.

c) Dimensiones de dicha cartulina.
Para x = 20, (segiin calculamos en el apartado (a)) las dimensiones de la cartulina son:

base =20+ 4 =24cm y altura = %+6=36cm

Solucion: las dimensiones de la cartulina de drea minima pedida son 24 cm de ancho y 36 cm de alto.
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