Matematicas II Junio 2006

EJERCICIO A

x+2y-3z=«
PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones con incognitas x, y, z, <2x+6y—11z=2

x=2y+7z=1
se pide:
a) Determinar razonadamente el valor de @ para el cual el sistema es compatible (1,2 puntos).
b) Para ese valor obtenido en a) de @, calcular el conjunto de soluciones del sistema (1,3 puntos).
c) Explicar la posicion relativa de los tres planos definidos por cada una de las tres ecuaciones del sistema, en
funcién de los valores de @ (0,8 puntos).
Solucion:
a)
La matriz ampliada del sistema es
1 2 -3«
M'=|2 6 1112
1 -2 711

Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, M. En la matriz M tenemos el siguiente menor de orden 2, 1*y 2°
filas con 1°y 2° columnas,

12
=6-4=2%0 ,luego ran(M)=2

2 6
12 -3

M|=]2 6 —11=42+12-22+18-22-28=72-72=0
1 -2 7

Por lo tanto ran(M) = 2

Estudiemos el rango de la matriz ampliada, M’. Orlamos el menor de orden 2 no nulo de M con la 4° columna y 3° fila
de M,

1 2 o
2 6 2l=6-4da+4-6a+4—-4=10-10
1 -2 1

10-10¢=0 —» a=1
Para a=1 ran(M’) =2

Luego ;
Para a#1 ran(M™) =3

El sistema serd compatible cuando ran(M) = ran(M’), es decir, para a = 1.

b)
Resolvamos el sistema anterior para o = 1.
Segiin obtuvimos en el anterior apartado el menor no nulo de orden 2 de M era el formado por la 1°y 2°filay la 1*y
2% columna de M. Luego el sistema que debemos resolver estard formado por las dos primeras ecuaciones y las
incognitas principales serdn x e y. Es decir, el sistema a resolver es:

x+2y-3z=1 L . x+2y=1+43z
e y incdg. princ. —
2x+6y—11z=2 2x+6y=2+11z
1+3z 2
2411z 6] 6+18z-4-27 2-4z
1 2 2 2
2 6
1 1+3z
_2 2411z 2+11z-2-6z _ 5z
Y 2 2 2
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Para a = 1 el conjunto de soluciones es:

x=1-24
5
==1 AeR
y > €
z=41
c)
Para a=#1

ran(M) = 2 y ran(M’)=3, sistema incompatible, los tres planos no tienen un corte comiin.
Considerando los planos dos a dos,
De lo estudiado en el apartado a), el primer 'y segundo planos no son paralelos porque

1 2
=6-4=2%0

2 6
Veamos el 2°y 3 planos,
2 6

=—4-6=—-10£0
1 -2 no son paralelos.
Con el 1”" y 37 planos seria,
1 2

=2-2=-4%0
1 -2 no son paralelos.

Luego los tres planos se cortan dos a dos pero no tienen ningtin corte comin.

Para a=1

ran(M) =2 y ran(M’)=2, como hay tres incognitas: sistema compatible indeterminado.

La solucion de este sistema la hemos obtenido en el apartado b). Esta solucion corresponde a la ecuacion de una
recta.

En este caso los tres planos se cortan en una recta.
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Matematicas II Junio 2006

EJERCICIO A

PROBLEMA 2. En el espacio se consideran:
Larecta r interseccion de dos planos de ecuaciones implicitas: x+y—-z=5 y 2x+y-2z=2.
Y larecta s que pasa por los puntos P=(3,10,5) y Q= (5, 12, 6). Se pide:

a) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta r (0,6 puntos)y de larecta s (0,4 puntos).
b) Calcular el punto H interseccionde r y s (0,6 puntos)y el &ngulo @ que determinan r y s (0,4 puntos).
c) Calcular los puntos M y N de larecta r paralos que el drea de cada uno de los tridngulos de vértices

PQM y PQN es 3 unidades de area (1,3 puntos).

Solucion:
Datos del problema:

Xty—z=5 P(310,5)
. A

a) Ecuaciones paramétricas de r y s.
De r, resolver el sistema que la define,

Como

1
= 1-2=-120 x e y incdgnitas principales.

El sistema a resolver serd:

54z |1
242z 1 S5+7z-2-2z7 3—z
Y Resolviéndolo por Cramer -1 -1 -1
2 2427 2+42z-10-2¢
y= = =8
_1 _1
Las ecuaciones paramétricas de la recta r:
x=-3+41
y=8 AeR
z=41

De s, a partir de los dos puntos conocidos calculamos su vector director,

P(3,10,5) x=3+2u
s luego s:9y=10+2u pueR

- -
V=PQ=(2,2,1) Z=5+,U

b)
Corteentre v y s (H)
Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de las rectas r y s obtenidas en el apartado anterior,

—3+A=3+2u A-2u=6
8=10+2u - 2u=-2 de la 2* ecuacion u=-1
A=5+u A-u=5

sustituyendo el valor de u en las otras dos ecuaciones,
A=-2(-1)=6 A+2=6 A=4
- -
A-(-1)=5 A+1=5 A=4
Como obtenemos el mismo valor de A en las dos ecuaciones, el sistema tiene solucion. Sustituyendo el valor de 1 en

la recta r o elvalorde p enlarecta s obtendremos el punto H buscado.
Para 2=4, H(-3+4,8,4)=(1,84)

El dngulo que forman las rectas r y s es el dngulo que forman sus vectores directores,
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- -
v, (1,0) ¥y v,(2,2])

- -
COS("ASJ = o = |(1’0’1) (2’2’1)| _ |2+1| — 3 :L:_Z
’ V_: v_: 2402112 V22422412 249 342 2 2

A

Luego (V,S]=45°. Por lo que x =45° o a=%rds

Como los puntos M y N pertenecen a la recta r sabemos que serdn de la forma
(-3+4,81) AeR

El triagngulo POM estd determinado por los puntos P, Q y M; calculamos su drea a partir de los vectores que

determinan el tridngulo, por ejemplo, PQ y PM
P(3,10,5)
T :tridngulo PQOM <Q(5,12,6) PQO22,2]) y PM(-6+A4,-2,A-5)
M(-3+1,8,1)
Pb X PX/I
A = P
i Jj k
poxpM= 2 2 1 l=17 1|4 °? N
= = l _— =
2 a-5 Y6+ a-5 "l-644 -2

-6+4 -2 A-5

=(2A-1042,-[2A=10—(=A+6)] —4+12-22)=(2A—-8,- A+4,-21+8)

POXPM |=J(2A—=8) +(-A+4)* +(=2A+8)" =4X —324+64+ 1% —8A+16 + 41 —324+64 =
=X ~72A+144 =|9(F* —8A+16) =\|9(A-4)* =324

4 _3A-4

T2

a3 ﬂﬂ—4:3 S i-d=2 <ﬂ—4:2 - A=6

! A—4=-2 — A=2

Obtenemos dos valores de A, a partir de ellos obtendremos los dos puntos pedidos.
Paral=6 M(3, 8, 6)
Paral=2 N(-1,8, 2)
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Matematicas II Junio 2006

EJERCICIO A
PROBLEMA 3.
a) Dibujar razonadamente la gréifica de la funcién g(x) = x*—4, cuando -1 <x <4 (1,1 puntos).
b) Obtener razonadamente los valores mdximo y minimo absolutos de la funcién f(x) = | x* — 4| en el
intervalo [-1, 4] (1,1 puntos).
c) Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacién y =f(x) ylasrectas x=-1, x=4 e y=0

(1,1 puntos).

Solucion:
a)
Como la funcion g(x) esta definida como un trozo de pardbola, haremos los cdlculos (puntos de corte con los ejes,
vértice) para representar la pardbola y calcularemos los puntos de inicio y fin de g(x).
y=x'-4 La representacion de g(x) serd:
12
Puntos de corte con los ejes coordenados:
eje0Y, x=0, y=0'-4= -4, (0,-4)

€jeOX,y=0 ¥ -4=0; ¥=4; x=%2,(2,0) y (=2,0) Lo

Vértice x=_—b=9=0 , (0,-4)
2a 2

Calculemos el inicio y fin de g(x)
inicio x=—1, y=(-1F-4=1-4=-3;(-1,-3) 4
fin x=4 |, y=4#-4=16-4=12; (4,12)

b)

La representacion de f(x) serd:

fix) = | X —4| en el intervalo [-1, 4] 121
Por su definicion f(x) = | g(x) |

Por lo que podemos dibujar la funcion f(x) a partir de la representacion de g(x)

trazando la parte negativa de g(x) simétrica respecto del eje OX. 10t

Los valores mdximo y minimo absoluto de f(x) podemos obtenerlos directamente de
la grdfica,

el mdximo absoluto se alcanza en el punto (4, 12 )

el minimo absoluto se alcanza en el punto (2, 0 )
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c)

—-x?+4 , -1<x<2
La definicion de fix) es  f(x)=
x*—-4 , 2<x<4

1=+4

El drea a calcular serd

La obtendremos mediante el siguiente cdlculo integral,

3

2 4
2 4 - 3
A=I (—x2+4)dx+J (x2—4 x={—x+4x} +{x——4x} =
-1 2 3 L3

R ACRA S S

St S /R SO P . S S L P L
3 3 3 3 3 3 3

El drea del recinto pedido mide 5—39 u.a.
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Matematicas II Junio 2006

EJERCICIO A

PROBLEMA 4. Una persona camina a la velocidad constante de 3m/s alejdndose horizontalmente en linea recta desde la
base de un farol cuyo foco luminoso estd a 10 m de altura. Sabiendo que la persona mide 1,70 m, calcular:

a) La longitud de la sombra cuando la persona estd a 5 m de la base del farol (2 puntos).
b) La velocidad de crecimiento de la sombra a los t segundos de comenzar a caminar (1,3 puntos).
Solucion:

a) El grdfico correspondiente al problema es (los segmentos CD y AB representan, respectivamente, al farol y a la
persona):
Podemos resolver este problema de dos formas:
D Al) Por tridngulos semejantes.
Los tridngulos SAB y SCD son tridngulos rectdngulos con dngulo
agudo comiin en el vértice S, por lo que son semejantes.
Podemos aplicar el teorema de Thales,
Y T ox=17x485
x+5 10

85
83x=85 — x=—=1024
La longitud de la sombra es de 17024 m.
10m

A2) Por geometria analitica.
Consideramos C el origen de coordenadas.
Obtengamos la ecuacion de la recta r, pasa por Dy B.
Esta recta pasa por los puntos D(0,10) y B(5,1°7); su vector director

B serd v(-5, 873). La ecuacion serd:

-0 -10 -873
X = Y - — y= a + 10

5 m -5 873 5

5 Calculamos la longitud de la sombra buscando el punto de corte de

C A la recta r con el eje de abcisas, S.

—83x

+10 —» 0=-83x+50

y=0 - 0=

50
X=—
873

El punto S es E,O
873

Como el punto A tiene de coordenadas (5,0), la longitud de la
sombra, x, serd:
50 _5- 50-415 85

=1024 m.
83 873 873

b)
Calculando la longitud de la sombra en funcion del tiempo, la derivada de esta longitud nos dard la velocidad de
crecimiento de la sombra.
Al cabo de t segundos la persona, como camina a una velocidad de 3 m/s, habrd recorrido 3t m. Grdficamente
tendremos la siguiente situacion,
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Calcularemos la longitud de la sombra al cabo de t segundos, L,
F obteniendo la ecuacion de la recta que pasa por los puntos F'y P, r.
Sus coordenadas son:
F(0,10) y P(3t,17)
el vector director de la recta buscada: ( 3t, — 873 ).
La ecuacion serd:
X O: y—10 S y= 83x+10
3t —-873 3t
Calculamos la longitud de la sombra buscando el punto de corte de
la recta r con el eje de abcisas, S.

10 m y=0 — 0=_it3x+10 — 0=-83x+30r
30t
X =
83
30t
El toS ,0
P punto 5 es [ 93 j
1'7 m La longitud de la sombra serd:
L 30¢ 30r-249¢t 51t
D 5 L: ~ —3 = , = -
3t 873 873 873

La velocidad de crecimiento de la sombra serd:

- -

L'=— esdecir ﬂ mls=0614m/s
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Matematicas II Junio 2006

EJERCICIO B
2 2 1 2 4 1
PROBLEMA 1. Dadas las matrices A=|-1 -1 -1| y T=|-1 -3 —1| sepide
2 4 3 1 2 1
a) Probar que la matriz T tiene matriz inversa, T, y calcular dicha matriz inversa T! (1,3 puntos).
b) Dada la ecuacién con matriz incégnita B, A =T"' B T, calcular el determinante de B (0,8 puntos).
c) Obtener los elementos de la matriz B considerada en el apartado b) (7,2 puntos).

Solucion:
a) La matriz T que es 3x3 tendrd inversa si su determinante es distinto de cero.
2 4 1| F,+F 2 4 1
IT|=l-1 =3 -1 = 0 -1 0==2+1=-1%0
1 2 1 1 2 1

Por lo que existe T". Calculémosla.

-3 -1 rz —W rz —1
2 4 1 A 2 ! 1 ! 1 2 -1 0 1 A, -1 2 -1
‘4 1‘ ‘2 1‘ ‘2 4‘ f
T=|-1 -3 —-1| —> =2 I 0| — |0 I -1| —
1 2 1 21 L1 2 -1 -1 -2 1 0 -2
4 1 2 1 2 4
-3 -1 -1 -1 -1 -3
a, (-1 -2 -I
—_> 0 1 1
1 0o -2
-1 -2 -1 1 2 1
Luego T_Izi 0 1 1 |=l0 -1 -1
1 0 -2 -1 0 2
b)A=T'BT, ;|B|?
Por las propiedades de los determinantes,
_ _ 1
A= 1=l = g =
2 2 1| G-¢ |2 0 -1 0 1
Luego [Bl=|al=1-1 -1 -1 = -1 0 0|=—-D|, _1 =2

2 4 3| G-C |2 2 1

c)A=T'BT, ;B?

Para obtener la expresion de la matriz B multiplicamos la igualdad dada de la siguiente forma: T por la izquierda y
T! por la derecha,

TAT =T T'BT T'

TAT' =IBI

T A T' =B, calculamos la matriz B efectuando el cdlculo matricial que la define.
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2 4 1Y(2 2 1)1 2 1

B=[-1 -3 —1||-1 =1 1]l 0 -1 -1]=

1 2 1){2 4 3/(-1 0 2

22-41+12 22-4-1+14 21-41+13Y(1 2 1
=|-12+3.1-12 -12+3.1-14 —11+3.1-13]|[ 0 -1 -1]|=
1.2-21+412 12-21+14 11-21+13 )(-1 0 2
2 4 1Y1 2 1) (100

=|-1 -3 =10 -1 -1|=|0 1 0
2 4 2J)l-1 0 2) o o0 2
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Matematicas II Junio 2006

EJERCICIO B
PROBLEMA 2. Dados los puntos A = (4, -4,9); B=(2,0,5); C=4,2,6); L=(1,1,4); M=(0,2,3); y N=(5,
0, 5), se pide:
a) Calcular la distancia d del punto C al punto medio del segmento de extremos A, B (0,5 puntos) y el area S
del tridngulo de vértices A, B, C (I punto).
b) Calcular las ecuaciones implicitas del plano © que pasa por los puntos A, B, C (0,4 puntos) y del plano w’
que pasa por los puntos L, M, N (1 punto).
c) Calcular la ecuacion paramétrica de la recta r interseccion de los planos m y ©* (0,6 puntos) y el angulo o

que determinan los planos n y © (0,4 puntos)

Solucion:

a)

Sea d =d(C, PM)
AB

C=(4.2,0)

A(4,-4,9)
AB

PM _ (3,-2,7)
B(2,0,5) AB

d=d((4.2.6),3-27) =4 -3 +2+2)2 +(6-7)% =1+16+1=+18 =32 ul.

Sea Ag el drea del tridngulo S.

1

- -
Ag =—| ABx AC

- -
AB=(2,05)—-(4-49) =(24-49  AC=(42,6)-(4-49) =(0,6,-3)

- 5 o>

i j Kk

- - -4 =4 =-2 -4 ->- 4
ABXAC=|-2 4 —4=i o +k = (12,6,~12)
6 -3 0 -3 0 6
0 6 -3
- -
ABX AC :\/122 +6%+(=12)2 =144 +36+144 = /324 =18

1
Ay =—18=9%u.a.
2

b)
_)
: AB =(-2,4,-4)
Plano & pasa por A, B y C;sus vectores directores pueden ser .
AC =(0,6,-3)
N
: u(1,-2,2)
los vectores directores de 7 IR
v(0,2,—1)

La ecuacion implicita del plano & la obtenemos,
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x—4 1 O
y+4 -2 2|=0

z-9 2 -1

G-d 2 A-o-4 Yrc-9 ' Y=o

x_ —_ V)V — —_— =
2 1l YT Tl 2

(x=H(2)-(y-DHED+(z-9)2=0
—2x+8+y+4+2z-18=0

-2x+y+2z-6=0

La ecuacion implicita del planomes —2x+y+27-6=0

%
’ . ML = (17_171)
Plano t" pasa por L, M y N;sus vectores directores pueden ser .
MN = (3,-2,2)
La ecuacion implicita del plano ©’ la obtenemos,
x—0 1 3
y=2 -1 =-2|=0
z=3 1 2
-1 =2 ( 2)1 3+( 3 1 3 0
X —(y— z- =
1o T 2 1 -2
x(0)=(y=2)-D+(z=-3)1=0
y—4+z-3=0
y+z-5=0
La ecuacion implicita del planow’ es y + z7—5 =0
c)
r:anx’
—2x+y+2z-6=0
r:
y+z-5=0
-2 1
Como 1=—2¢0
X e y serdn las incognitas principales. El sistema a resolver es:
—2x+y=6-27
y=5-z
Sustituyendo el valor de y en la 1 ecuacion: —2x+5-z7=6-2z; —-2x =1- z;
-1 1
X=—"+—-2
2 2
-1 1
x=—4=2
2 2
La ecuacion paramétrica de la recta r serd y=5- A AeR
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Para calcular el dngulo que forman los planos &= y © obtenemos sus vectores normales,
- -

ny(-212) 'y ny 0Ll

A

T N G R NCV R (R RS S

cos|n_ ,n |= = = =
T Jav1+44141 o2 32 A2

A
- - A

nyony |=45° = (z, 7[’] = 90°—45°= 45°

Solucion (ﬂ', 7['] =%rds o 45°
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Matematicas II Junio 2006

EJERCICIO B
PROBLEMA 3. Dada la funcién f(x) =In x en el intervalo cerrado [ 1,e ], siendo e =2,71828]1...:
a) Razonar que existe un punto P de la gridfica y =1In x en el que la recta tangente a ella es paralela a la recta
que pasa por los puntos A=(1,0) y B=(e, 1) (I punto).
b) Obtener el punto P considerado en a) (1,8 punto).
c) Calcular la pendiente de la recta tangente a y =In x en ese punto P (0,5 puntos).
Solucion:

a) fix)=Lnx , xe [1,e]
Calculemos los valores de la funcion f(x) en los extremos del intervalo de definicion,
fll)=Lnl =0, luego el punto A(1,0) es de la graflca de y=Lnx
fle) =Lne =1, luego el punto B(e, 1) “ “ “  “ “

Veamos si f(x) verifica las condiciones del Teorema del Valor Medio en el intervalo [1,e]
f(x) es continua en [1,e] por ser f(x) continua en (0,+x)

f(x) es derivable en (1,e) por la misma razon que antes

como f{(x) verifica las condiciones del TVM concluimos que

Jee (Ley/ foy=LOQ=/D _120_ 1
e—1 e—1 e-1

0 1

La recta que pasa por los puntos A y B tiene de pendiente 1; =
e—1 e-1

Por lo tanto en el punto de abcisa c, valor obtenido en el TVM, la recta tangente a f(x) cuya pendiente es f’(c), es

paralela a la recta que pasa por A y B (puesto que tienen la misma pendiente)

Solucion: el punto P de la grdfica buscado es el (¢, Lnc)

b)
, 1 1 1
Como f(x)=— > —=—— — c=e—1
X c e—1
Elpunto Pserd(e—1,Ln(e—1))

c)
La pendiente de la recta tangente a y = Ln x en el punto P serd, segiin lo obtenido en los apartados anteriores,
1

e—1
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Matematicas II Junio 2006

EJERCICIO B

PROBLEMA 4. El coste del marco de una ventana rectangular es 12,50 € por metro lineal de los lados verticales y 8 €
por metro lineal de los lados horizontales.

a) Calcular razonadamente las dimensiones que debe tener el marco de una ventana de 1 m® de superficie para
que resulte lo mas econdémico posible (2,3 puntos).
b) Calcular, ademas el coste de ese marco mds econdmico posible considerado en a) (I punto).
Solucion:
a)
y Los datos iniciales del problema podemos representarlos mediante la figura
de la izquierda.
Llamando C al coste del marco de la ventana, éste se obtendrd:
C=125.2x+8.2 y (xlongitud vertical e y longitud horizontal en m.)
C=25x+16y
x 1 m2 Como la superficie de la ventana debe ser de 1 m’,
12"50 €/m 1 16
xy=1 » y=— = C=25x+—
X X
Busquemos el valor de x para él que sale un coste minimo.
C’'=25- %
X
B€/m
25—%=0 S oo5xP=16 - 2= x:J_r\/E
X 25 25

La solucion negativa no tiene sentido, ya que x es la longitud de un lado
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Para x =078, C’ > 0, luego en x = 0’8 hay un minimo.
Para x=08 y=1725
Para que el marco resulte lo mds economico posible debe tener 0°8 m de lado vertical y 1725 m de lado horizontal.
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La solucion es una ventana de la forma

1" 25m
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El coste del marco obtenido en el apartado anterior serd: C=25.08 + 16. 1725 = 40, es decir, 40 €.
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