Matematicas I1 Junio 2014

OPCION A

x+3y+2z=-1
PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones <2x+4y+5z=k—-2 ,donde k esun

x+k*y+3z=2k
parametro real.
a) Discutir razonadamente el sistema segun los valores de k. (4 puntos)
b) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado,
todas las soluciones del sistema cuando k=—1. (3 puntos)
¢) Resolver razonadamente el sistema cuando k=0. (3 puntos)

Solucion:
x+3y+2z=-1 1 3 2 -1

|
Estudiemos el sistema  {2x+4 y+5z=k—2 Sumatrizampliada, A es |2 4 5 k-2
|
1 kK 30 2k

x+k>y+3z=2k
La matriz de coeficientes, A, es 3x3 por lo que su mdximo rango posible serd 3.
A’ es 3x4 por lo que su mdximo rango posible serd 3.
Empezamos estudiando el rango de A,

1 3 2
2 4 5=I12+4k*+15-8-5k’-18=-k’+1
1 k* 3

K2 +1=0 — k'=1 — k=+JI=4#I
Procedamos a responder a los tres apartados.

a) De los cdlculos realizados anteriormente deducimos,
Para k+-1,1 — /A/# 0 — ran(A)=3 y como el mdximo rango de A’ también es 3,
ran (A) = 3 = ran(A’) = n°de incognitas — Sistema compatible determinado

Para k= -1,
1 3 21-1
A=|2 4 5i—3 y sabemos que |A|=0 — ran(A)<2
11 31-2
Calculemos el rango de A,
=1%0
1 3 — ran(A)=2
=4-6=-2+#0
2 4‘

Calculemos el rango de A’
Solo nos falta por estudiar el menor de orden 3 que se obtiene al orlar el menor de orden 2 no nulo
anterior con la tercera fila y la cuarta columna de A",

1 3 -1
2 4 -3=-8-2-9+4+3+12=-19+19=0 — ran(A")=2
1 1 -2

Luego, ran (A) =ran (A°) = 2 < n’de incognitas. Para k =-1 el sistema es compatible indeterminado.
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Sabemos que /A/ =0 Yy considerando el cdlculo del rango de A realizado en el caso anterior, ran( A) =2.
Calculemos el rango de A’, (ran (A")>ran (A) =2)

H=1%0
1 3
=4-6=-2+0
2 4
al orlar el menor de orden 2 no nulo anterior con la tercera fila y la cuarta columna de A~
1 3 -1
2 4 -1|=8-2-3+4+1-12=13-17=—4+#0 — ran(A’)=3
11 2

Luego, ran(A) =2 +#ran(A°) =3, sistema incompatible. Para k =1 el sistema es incompatible.

Resumiendo, Para k # -1, 1 elsistema es compatible determinado
Para k =-1 el sistema es compatible indeterminado
Para k=1 el sistema es incompatible

b) Para k=-1 sabemos que el sistema es compatible indeterminado
Por el estudio realizado anteriormente, el sistema a resolver estd formado por la 1y 2° ecuaciones y las
incognitas principales son x e y:

-1-2z 3
x_—3—5z 4 _—4-8z+9+15z 5+7z —-5-7z
x+3y=-1-2z =2 -2 =2 2
— Por Cramer —
2x+4y=—3—5z 1 —-1-27
_‘2 —3-5z] -3-5z+2+4z —-1-z I+z
T —2 2 2
-5-74
xX=
2
Para k=-1, la solucion es: y:% AeR
z=A
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c) Para k =0, como es distintode — 1 y 1, del estudio del apartado a) sabemos que el sistema es compatible
determinado

x+3y+2z=-1
El sistema a resolver es {2Xx+4y+5z=-2
X +3z=0

De este sistema sabemos que |A| =—k’+1 ‘ k=0 = 1. Resolviendo por Cramer,

-1 3 2
2 4 5
0 0 3
x:-—] =—12+18=6
1 -1 2
2 -2 5
1 0 3
y= 7 =—6-5+4+6=-1
1 3 -1
2 4 =2
1 0 O
xX= ; =—6+4=-2
Finalmente, para k =0 la solucion del sistemaes x=6, y=—-1, z=-=2.
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Matematicas II Junio 2014

x=—1-2A
PROBLEMA A.2. Se dan el punto A = (= 1, 0, 2) y las rectas r;x_]:lzz_g y sidy=1+34
2 3
z=1+A4

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Laecuacion del plano 7 que pasa por el punto A y contiene a larecta r. (3 puntos)
b) La ecuacién del plano O que pasa por el punto A 'y es perpendicular a larecta s. (3 puntos)
¢) Un vector direccion de la recta [ interseccion de los planos # 'y O (2 puntos) y la
distancia entre las rectas s y [. (2 puntos)

Solucion:
a) Hay que obtener el plano w/ Aex y rcCrx.

Para obtener la ecuacion del plano 1 necesitamos un punto y dos vectores directores del plano.

punto P =(1,0,2)
De la recta r conocemos: 5
vector v, =(2,3,1)

—_— —_— - (2 0 0\ —
Ahora obtenemos el vector AP =(2,0,0). Como AP no es paralelo a v,, (5 7&} # 7), AP es otro vector

director del plano T.
Punto A(-1,0,2)

Elementos del plano pedido: i \7 =(2,3,) - la ecuacion general del plano 7 la
vectores directoresy " "
AP =(2,0,0)
obtenemos mediante el siguiente cdlculo:
x—=1) y-0 z-2 x+1 y z-2

2 3 1 |=0 —» | 2 3 1 |=0

2 0 0 2 0 0
Desarrollando el determinante por la tercera fila:

y z-2

23 =0 - 2(y-3(z-2)=0 — (y-3(z-2))=0 — y-3z+6=0

Por lo tanto, la ecuacion general del plano @ es: 'y —3z+6=10

b) Hay que obtener el plano o6 / Acoc y slo.

Como s L o, elvector director del la recta s es perpendicular al plano o. v, =(=2,3,1), por lo tanto la

ecuacion del plano ¢ serd: —-2x+3y+z+D =0
Como Aeoc — -2(-1)+3.0+2+D=0; 2+2+D=0; 4+D=0; D=-4
Por lo tanto, la ecuacion general del plano ¢ es: -2x+3y+z-4=10

c) Obtener un vector director de la recta |.

-3z4+6=0
Como la recta 1 es la interseccion de los planos T y o entonces 1 : Y por lo tanto
—2x+3y+z—-4=0

un vector director de | lo obtenemos mediante el siguiente cdlculo,
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I
N 41 -3 Ao -3 o 1 - - -
=0 1 =3=il U= ek, [=10i-6 j+2k=(1062)2(53)
2 3 1
%

Por lo tanto VvV, = (5,3,1)

Obtener la distancia entre las rectas s y 1.

5 1
—— #—=—, luego las rectas no son
2 3 1

Veamos si las rectas son paralelas, v,=(5,3,1) y v, =(=2,3,]),

paralelas.

[Vs 4 vl ’ FPZ:I

- o
V. XV,

Podemos calcular d (s, ) mediante la formula correspondiente: d(s,l)=

Calculemos cada uno de los términos de la formula anterior.
y=3z+6=0

-2x+3y+z—-4=0
O y por definicion de estos dos planos el punto A estd en los dos, luego Pi=A=(-1,0,2).

—_—

Obtengamos P), punto de la recta | :{ que era la interseccion de los planos 1 y

PyP[ (_170’2) - (_]9]’]) = (0’_]’])
-2 3 1
[vs,vl,ﬁ}z 5 3 ll=—6-5-2-15=-28
0 -1 1
i ok
- > -3 I -=-2 1l -2 3 _- _ -
voXv, =2 3 I|=i — +k =7 j-21k =(0,7,-21)
3 1 b d 3
5 3 1
v xv| = |0.7.-20) = J0? + 77 + (=21)? =J490 =710
V. PR T e 2T
v des.n=ll S 28] 28 4 410 4410 2 10 _ 12649 ul
’ X7, 710 710 V10 V1010 10 5 "
s 1

Otra forma de obtener esta distancia, si no nos acorddsemos de la formula anterior, seria obtener un
plano t© que contiene a la recta s y es paralelo a la recta 1. De esta forma d(s,l)=d(P;, T)

Calculemos la ecuacion del plano ©: sct y lllt — sz‘YXV,, que hemos calculado

anteriormente, n. =(0,7,~21) = (0,1,~3)

Luego t:y—3z+ D =0. Comolarecta s estaenelplano t7,P;(—-1,1,1)esde T porlo que:
1-3.1+D=0;, 1-3+D=0;, -2+D=0; D=2. Luego t:y-37z+2=0.

d(s,l)=d(Pz,f)={’ ( ) }: |2 . |2:| |:
Tiy=3z+2=0] JO’+I +(=3° 10 10
2 5]0 ul.=12649 u.l.

= 12649 u.l.

Porlo tanto, d(s,1) =
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PROBLEMA A.3. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

m(x+1)e*, x<0
a) El valor de m para el cual la funcion f(x)= (x+1) senx es continua en x = 0. (3 puntos)
- x>0
X

b) Los intervalos de crecimiento o decrecimiento de la funcién (x + De™ . (3 puntos)
¢) La integral J (x+1)e’ dx , (2 puntos) vy el drea limitada por la curva y = (x + [ )™y
lasrectas x=0, x=1 e y=0. (2 puntos)
Solucion:
a) m?/f(x) es continua en x = 0
Condiciones para que f(x) sea continua en x = 0.
1) ; Existe f(0)?
f0)=m(0+1)é®’=me’=m.1=m. Existe f{0)=m
2) ;Existe Ll’n01 f(x)?
Ll’rg f(x), como a la izquierda y derecha de 0 la funcion f(x) tiene definiciones distintas debemos
estudiar los limites laterales,

x—0" x—=0—

(x+1)senx (0+1)sen0 _

0
Lim f(x)= Lim (aj: ( resolvemos la indeterminacion aplicando la
x—0*

x—0* X 0
+(x+1
Regla de L 'Hopital ) = Lim >~ (x] VCOSY _ con0+(0+1) cosO =1
x—0"

Para que exista Ll’n01 f(x) los dos limites laterales deben ser iguales, por lo tanto m = 1.
x—>

3) Para este valor de m se cumple la tercera condicion de continuidad: f(0) = Ll’no1 f(x) =1

Luego, f(x) es continuaen x =0 para m = 1.

b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y = (x + 1) ™
En primer lugar, Domy = R
Calculemos y~
y=e"+(x+D2e = +2x+2) e =(I+2x+2) e’ =(2x+3) ™
Estudiemos el signo de y~

s 2x+3=0 — x=—
2x+3)e" =0

2 . .,
e*=0 — sin solucion

VxeR e’ >0, luego el signo de y” solo depende de (2 x + 3) que es un polinomio de primer grado con

- . . -3 .
coeficiente de x positivo y cuya raiz es - por lo tanto el signo de (2 x + 3) es:

Y finalmente, y = (x + 1) ¢™ es decreciente en (—oo , 7) y creciente en (_73 , +ooj_
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c) La integral la resolvemos por partes,
u=x+1 — du=dx

1 1 x+1 1
x+1)e* dx= =(x+D) =" —|=e" dx= e —= e dx=
‘[( ) dv=e"dx — vzéez" ( )2 -[2 2 ZJ.
=x+le2"—ll e +C= x+l 1 ezx+C=Me2x+C=Me“+C
2 4
Es decir, J‘()c+l)ez’C dx=ﬂ62x+c

Para obtener el drea limitada por la curva y = (x + 1) e yvlas rectas x =0, x=1 e y = 0 es conveniente
realizar la representacion grdfica.
En primer lugar representemos la curva y = (x + 1) e que segiin lo estudiado en el apartado b) entre
x=0y x =1 escreciente, podemos representarla usando una tabla de valores:

X | y=(x+1)e"

0|1

12 =1478

A partir de estos datos la representacion grdfica seria,

Grdficamente, el drea pedida es:

x =1 Este drea se calcula a partir de la siguiente integral definida,
1
_[0 (x+1)e’ dx

Como la integral indefinida ya estd resuelta anteriormente,

1
J.](x+])ezxdx={2x+]ezx} 2041 oy 2.0+1 o
0 ) 4 4
=£ez—ie0=£ez—iz5’2918u.a.

4 47 47 4

3 1 ;
Finalmente, el drea pedida mide: (Z e’ — Zj ua.=52918 u.a.
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Matematicas I1 Junio 2014

OPCION B
1 -1 1 -2
PROBLEMA B.1. Se dan las matrices A={0 [ 1|, B=| 1 | y C=(1 1 3)
0 0 1 ~1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La matriz inversa A” de la matriz A. (3 puntos)
b) La matriz X que es solucion de la ecuacion A X = B C. (4 puntos)
¢) El determinante de la matriz 2 M 5 siendo M una matriz cuadrada de orden 2 cuyo
determinante vale 1/2. (3 puntos)

Solucion:
a) Calculemos |A| para asegurarnos de que existe Al

1 -1 1
A=lo 1 =120 — 3A"
0 0 1
Calculamos A™" por el método de los adjuntos,
1 1 0 1 0 1
0 1 0 1 |0 0‘
1 -1 1 -1 1 |1 I |1 -1 1 0 0 1 0 0
A=|0 I 1| menores 0O 1 [0 1} 0 O0||=|—-1 1 0| adjuntos 1 1
0 0 1 -2 1 1 -2 =1 1
-1 1 |1 I |1 -1
1 1 0 1 |0
1 1
traspuesta 0
0

-2 11 =2\ (11 -2
—rl=Ho 1 —1]=lo 1 -1

]_J
0 1
1
1
0

1
Finalmente, A™' :i 0
0

A 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 =2
Solucion: A" =|0 1 -1
0 0 1
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b) Obtener la matriz X / AX=BC
En el apartado anterior hemos obtenido la matriz A”, multiplicando la ecuacion anterior por A™ por la
izquierda: ATAX=A"BC — IX=A"BC — X=A"BC
Calculemos la matriz X mediante el producto anterior,

1 1 =2\(-2 I(=2)+1.1-2(=I) I
X=A"BC=(0 1 -1||1|(=1 1 3)=|0-=2)+1.1-1-D)|(-1 1 3)=| 2 |(-1 1 3)=
0 0 1)\ -1 0(=2)+0.1+1(-1) —1
-1 1 3
=[-2 2 6
1 -1 -3
-1 1 3
Solucion: X=|-2 2 6
1 -1 -3

c) Sabemos que M es una matriz 2x2 'y que |M | = é, hay que calcular ‘2 M’ ‘

De las propiedades de los determinantes sabemos que |M N | = |M | |N | y quesi M es nxn |a M | =a"

M.
3

20| =2 0 | =[2  oo=2° oor| =4 a) =( 3] =44

1

Solucion: ‘2 Mg‘ =3
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OPCION B

PROBLEMA B.2. Se da el tridngulo 7, cuyos vértices son A=(1,2,-2), B=(0,-3,1) y C=(-1,0,0),
x=—a+[+1
y losplanos mi:x+y+2z+1=0y z,:iy=a-2p a,feR-
z=a+f
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa del plano m; y del plano que contiene al tridngulo 7. (4 puntos)

b) Un vector ;Z perpendicular al plano m; y un vector ;;; perpendicular al plano m, (1,5 puntos) y el

coseno del dngulo formado por los vectores ;Z y ;;; . (1,5 puntos)
¢) Las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion del los planos n; y m, . (3 puntos)

Solucion:

a) Posicion relativa del plano 7; y del plano que contiene al tridngulo T, lo llamaremos T3 .
punto C=(-1,0,0)

AC =(-2,-2,2)

—_—

BC =(-13,-1)

De 73 conocemos: )
vectores directores

La ecuacion del plano ;3 se obtiene:

x—==I) y-0 z-0 x+1 y z
—2 =2 2|=0 > |-2 -2 2|=0 >
y 3 = -1 3 -1
(x+])‘_2 2‘—y_2 o _2‘=0 = x4+ D) () —y.4+7(=8)=0
3 -1 -1 -1 "]-1 3

—4x—-4-4y-8z=0
dx+4y+8z+4=0
xX+y+2z+1=0

Estudiemos la posicion relativa de los planos 7; y w3, para ello estudiamos el sistema formado por sus
dos ecuaciones:

x+y+z=-1 _ _ _ (11 11-1
, de este sistema su matriz ampliada es M~ = I
x+y+2z=-1 11 2,-1
La matriz de coeficientes, M, es 2 x 3, su mdximo rango serd 2. M"es 2 x 4, su mdximo rango serd 2.
Estudiemos el rango de M:

=120 — ran(M)>1
1 1
1 2

Y, como el mdximo rango de M es 2, ran (M~ ) = 2
Luego ran (M ) = ran ( M” ) = 2 < n° de incognitas = 3 entonces los dos planos se cortan en una
recta.

=2-1=1#¥0 — ran(M)=2
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b), x+y+z+1=0 — n,=(1,1,1).

- -
Para obtener el vector n, | n, L7, obtengamos la ecuacion general del plano 7, (ademds, la
necesitaremos en el apartado c) )

punto (1,0,0)
u, = (~1,1,1)

—

v2 = (]’_2’])

Del plano 7, conocemos: )
vectores directores

La ecuacion del plano 7, se obtiene:
x—-1 y-0 z-0
-1 1 1 |=0 = (x—=1) ‘
1 -2 1

1 1
-2 1

-1 1
1 1

-1 1
1 =2

+z

‘—y ‘=0 - (x=0D.3-y(2)+z.1=0

3x=3+2y+z=0 — 7m,:3x+2y+z-3=0 — n,=(3,2,1)

IPorlotanto, n=(1,1,1) y n,=(3,2,1)

Calculemos el coseno del dngulo que forman los vectores anteriores:

o (n] ,n2j= non, _ (LLD)-(3.2.1) _3+2+1_ 6 612 N2 _ 00
Sl PP+ NF 2+ N3N N2 o2 7
1 2

%aj\/z

Por lo tanto, cos (nl SN, | = — = (09258

c¢) Llamamos r:zx,N\ 7,

x+y+z+1=0
Luego r:
3x+2y+z7-3=0
1 . x+y=—-1-z
Como =2-3=-1+#0, el sistema a resolver es: . Podemos resolverlo por Cramer,
2 3x+2y=3-z
—-1-z 1
3- 2l —2-27,-— —5_
= Z _—2-2z-3+z_=5 254,
-1 —1 -1
1 —-1-z
3 33—z 3—z+3+3z 6+27
-1 -1 -1
x=5+A4
Las ecuaciones paramétricas de r son: < y=—6—-21 AeR
z=4
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Matematicas 11 Junio 2014
OPCION B

PROBLEMA B.3. Se tiene un cuadrado de mdrmol de lado 80 cm. Se produce la rotura de
una esquina y queda un pentagono de vértices A = (0, 20), B =(20,0), C = (80, 0), D = (80,
80)y E = (0, 80). Para obtener una pieza rectangular se elige un punto P = (x, y) del segmento
AB y se hacen dos cortes paralelos a los ejes X e Y. Asi se obtiene un rectangulo cuyos vértices
son los puntos P = (x, y), F=(80,y), D=(80,80)y G = (x, 80).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El drea del rectangulo R en funcién de x, cuando 0 <x <20. (3 puntos)

b)  El valorde x para el que el drea del rectingulo R es méaxima. (5 puntos)

c) El valor del drea mdxima del rectingulo R. (2 puntos)

Solucion:

La representacion grdfica del problema es:
E c(x,80) D(80,80)

F(80,y)

a) Area del rectdngulo R de vértices PFDG
Ellado PF mide (80 —x )cm, ellado PG mide ( 80—y ) cm. El drea del rectdngulo R quedaria en

funcion de x e y. Para expresar el drea de R en funcion de x, consideramos que el punto P (x,y ) € AB.

Calculamos la ecuacion de la recta que pasa por A y B para expresar y en funcion de x.
{A =(0,20) {Punto (0,20) x—0 y-20
->r =

: ) luego r:
B =(20,0) v.director (20,-20) = (1,—1) 1 -1

—=>—x=y-20—y=—x+20

El drea de rectangulo R serd:
Ar=(80-x)(80-y)=(80-x)[80—-(-—x+20)]=(80-x)(80+x-20)=(80-x)(60+x)=
=—x" + 20 x + 4800

Solucion: el drea del rectdngulo R es - x% +20 x + 4800 (cm?®), cuando 0 <x <20 (cm)
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b) Valor de x /Ag es mdxima.
Ar=—x> + 20 x + 4800, cuando 0<x <20

AR"=-2x+ 20

-20
-2x+20=0 — -2x=-20 — x:—2:]0
Estudiemos el signo de Ar” a la izquierda y derecha de 10.

Como AR’ es una recta de pendiente negativa cuya raiz es 10: | I
0 0 20

Luego en x = 10 Ag tiene un mdximo relativo que es el absoluto en [ 0, 20 | ya que a la izquierda de 10
Ag es creciente y a la derecha es decreciente.

Solucion: el drea del rectdngulo R es mdxima para x = 10 cm.

¢)Para x =10, Ag= —10° + 20. 10 + 4800 = — 100 + 200 + 4800 = 4900

Solucion: el drea mdxima del rectdngulo R mide 4900 cm’.
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