Matematicas I1 Septiembre 2011

0 -2 1 0
PROBLEMA A.1. Se dan las matrices A4 = (1 3 j, I = (0 Ij y M, donde M es una matriz

de dos filas y dos columnas que verifica M*> = M. Obtener razonadamente:
a) Todos los valores reales & para los que la matriz B = 4 — k I tiene inversa. (2 puntos)
b) La matriz inversa B"' cuando k= 3. (2 puntos)

c) Lasconstantesreales ¢ y [  paralas que se verificaque « A+pA=-21

(4 puntos)
d) Comprobar razonadamente que la matriz P = [ — M cumple las relaciones: P° = P vy
M P =P M. (2 puntos, repartidos en 1 punto por cada igualdad)

Solucion:
a) Calculemos la matriz B.

B:A_“:((z) _32}]{2 3H3 —32}_(1; Z):[_Jk 3__2,(]

Para que exista B! debe ser | B| + 0.

-k =2 , ,
|B| = =—k(3—k)+2==3k+k’+2=k" -3k +2
1 3-k
3+1_,
—~(-3E(=3)—4.1.2 3+J9-8 3+ I 3+1 | 5 ~
o oska2m0 o k= DHED) _3EV9-8 31 3%l |73
2.1 2 2 2 3-1_,

Por lo tanto la matriz B tiene inversa para todos los numeros reales que sean distintos de 1 y 2, es decir

Vke R-{1,2}

b) Para k = 3, segiin el resultado del apartado anterior, B~

-3 =2 -3 =2
Para k=3,B=( ] y |B|=
1 0 1 0

0 1 0 -1 0o 2
Procedamos al cdlculo de B”. Célculo de los menores: ( 5 3], adjuntos: (2 3}, traspuesta ( )

-1 -3)
0 2 0 2 0 1
y finalmente B_Izi :i =|-1 -3
B\-1 -3) 2\-1 =3) |5
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{3 7)ol )00

-2 —6a-2p) (-2 0
(3a+,3 7a+3,[)’j_(0 —2]

-2a=-2
: . . . . —6a-25=0
Esta igualdad matricial da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:
3a+ =0
7a+3p=-2
De la primera ecuacion obtenemos o = —— = 1. Sustituyendo este valor en la otras tres ecuaciones:
-6-25=0
3+6=0
7+3B==2
De la primera ecuacion: —2=6 — f= % =-3
De la segunda ecuacion: [ =-3
Yde la tercera: 3=-2-7 — 3f=-9 — '8:—79:_3
Como de las tres ecuaciones obtenemos el mismo valor de p, f = — 3
Las constantes reales para las que se verifica la ecuacion planteada son: o =1 y f=-3.

dP=1-M y M/M =M.
P’ =P?
P=(I-M)(I-M)=I-IM-MI+MM=I-M-M+M =1-2M+M=I-M=P
(como I es la matriz identidad: 11 =1, IM =M, MI=M)

JMP=pPM?
MP=M(I-M)=MI-MM=M-M=M-M=0
PM=(I-M)M=IM-MM=M-M=M-M=0
Por lo tanto, MP=P M

(M — M es la matriz cero)
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PROBLEMA A.2. En el espacio se dan las rectas

x=3+4 o120
risy=—I1+24 ¥ s:{;c 4 2_ 0
—z+2+a=
z=2+A yoe

Obtener razonadamente:
a) El valorde & paracel que lasrectas » y s estdn contenidas en un plano. (4 puntos)
b) La ecuacién del plano que contiene a las rectas » y s para el valor de & obtenido en el
apartado anterior. (2 puntos)
c) La ecuacion del plano perpendicular a la recta » que contiene el punto ( 1,2, 1). (4 puntos)

Solucion:
Previamente vamos a obtener los vectores directores de ambas rectas.

5
Como la ecuacion de la recta r estd dada en forma paramétrica, sabemos que v, =(1,2,1)

A partir de la ecuacion de la recta s , dada como interseccion de dos planos, obtengamos la forma paramétrica Para
ello de la primera ecuacion despejamos la x y de la segunda la z:

x=1-2u

x=1-2y ; R

S: uego = —(—

z=24a+3y g Yy=H por lo tanto v, =(-2,1,3)
z=2+a+3uU

a) Las rectas r y s estaran contenidas en un plano si son paralelas o se cortan en un punto.

. . ) 2 1
Veamos si son paralelas, ;son proporcionales sus vectores directores? | ——=—=—"17
-2 1 3

1 2 .
Como — # — entonces los vectores no son proporcionales, las rectas no son paralelas.

En consecuencia las rectas r y s deben cortarse.

3+A=1-2u
Para que se corten el siguiente sistema debe tener solucion, \—1+2A =
2+ A=2+a+3u
A+2u=-2
Arreglamos el sistema considerando que las incognitas son Ay, <2A—pu=1 . Por ser un sistema de 2
A-3u=a

incognitas y 3 ecuaciones, para que tenga solucion el determinante de la matriz ampliada debe ser nulo, es decir:
1 2 =2

2 -1 1|=0 —» -a+12+2-2+3-4a=0 — -Sa+l15=0 — -Sa=-15 — a:_—”:3
1 -3 «a -
Por lo tanto, para o =3 las rectas r y s estan contenidas en un plano.
b) a = 3. Busquemos el punto de corte entre r y s resolviendo el sistema del apartado anterior.
A+2u=-2 1 2 =2
2A—u=1 , como 2 ‘ =-2-4=-5#0 y |2 =1 1 |=0 (obtenido en el apartado anterior), el sistema

A-3u=«o I -3 3
es compatible y determinado. Resolvemos el sistema usando las ecuaciones primera y segunda (las que aportan el
menor de orden 2 no nulo):

A+2u=-2
2A-u=1
ambas ecuaciones: 51 =0 — 1 =0.

A+2u=-2
AA-2u=2

, resolvamoslo por reduccion, multiplicamos la segunda ecuacion por 2: { sumando



x=3+0=3

Sustituyendo este valor de 1 en la recta r obtendremos, P, el punto de corte buscado, YV = —1+2.0=-1 luego
z=24+0=2

P(3,-1,2).
La ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s viene determinada por el punto P y los vectores directores de

- -
rys,v. y v . Laecuacion de este plano serad:

x=3 y+1 z-2 5 I I
1 2 1 |=0, desarrollando por la primera fila: (x—S)‘] 3‘—(y+1)‘ 5 ]+(z—2)‘ P ]‘=0,
=2 1 3

calculando los menores: (x—3)(6—1)—(y+1)(3+2)+z-2)(1+4)=0
S(x-3)-5(y+1)+5(z—2) =0, simplificando entre 5,
(x=3)—(y+1)+(z=2)=0
x=3—-y—-1+z-2=0
x—-y+tz—-6=0

Solucion: la ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s para =3 es x—y+z—6=10

¢) Buscamos un plano = / =+r y (1,2,1)€x

ComonL+r — n,=v =(1,2,])

La ecuacion del plano © sera: x+2y+z+D =10
Como debe contener al punto (1,2,1), 1+2.2+1+D=0— 1+4+1+D=0— 6+D=0—> D=-6

Finalmente, el plano ©© sera: x +2y+z—6=10
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PROBLEMA A.3. Dada la funcion f definida por

f(x)=x" e
Obtener razonadamente:
a) El dominio y el recorrido de la funcion f. (2 puntos)

w2 =X
b) Los valores de x donde la funcién fx)=x"e alcanza el méaximo relativo y el minimo

relativo. (2 puntos)
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de dicha funcion f. (2 puntos)

w2
d) Los valores de x donde la funcién f(x)=x"e tiene los puntos de inflexion. (2 puntos)

2 —x
e) La grafica de la curva Y =X € | explicando con detalle la obtencién de su asintota
horizontal. (2 puntos)

Solucion:

a) Dominio:
Tanto X° como ¢~ se pueden calcular para cualquier numero real x, por lo que Dom f(x) =R
Recorrido:
VxeR, xX*20 y e >0 = x’e*20.Porloque Im f(x)=[0,+c )

b) Calculemos f’(x),

f(x)=2xe " +x’e " (-])=2xe " —x’e " =(2x—x")e"

Igualamos la primera derivada a cero para buscar los posibles extremos de f(x)

2x—-x")e " =0

B x=0
como e*#0 VxeR — 2x-x'=0 — x(2—x)=0<
2-x=0 — x=2

Calculemos la segunda derivada para determinar si para estos valores de x f(x) alcanza un extremo relativo.
(x)=C2-2x)e +(2x—-x")e (=) =(2-2x) e " —(2x—-x")e " =(2-2x-2x+x") e =(x’ —4x+2) "

x=0, f(0)=2e"=2>0 — minimo relativo

x=2, f(2)=(4-8+2)2e’°=-2e7<0 — maximo relativo
Por lo tanto, la funcion f(x) alcanza el maximo relativo en x =2 y el minimo relativo en x = 0.

Calculemos los puntos correspondientes para usarlos en el apartado e):
para x=0, fl0)=0.¢" =0 — en (0, 0) minimo relativo
para x =2, f(2)= 2. el =4e¢? o en (2,4¢7)=(2,0'5413 ) maximo relativo

¢) Monotonia.

Debemos estudiar el signo de f"(x).
x=0
x=2

Como Y xeR, e*>0,elsignode f(x) dependede (2x—x’) que esun polinomio de 2° grado cuyas raices
son 0y 2 ycon coeficiente de x° negativo, luego el signo de f(x) es:

S
S

o b Y Por lo tanto:
S— F - Y, — f(x) es crecienteen (0,2 ) y
L f(x) es decreciente en (=0, 0 )U(2, +o0)

Por lo calculado en el apartado anterior sabemos que f'(x)=2x—x")e™ y f(x)=0 <




d) Puntos de inflexion.

Debemos estudiar el signo de la segunda derivada.

Del apartado b) sabemos que: f"(x)=(x"—4x+2)e ™"

En f"'(x) el factor e es siempre positivo, luego el signo de f"'(x) depende del otro factor que es un polinomio de
2°grado con coeficiente de x° positivo y cuyas raices son:

_4+16-8 _4%48 4+2J__2 %= 2+4/2
2 2 x,=2-+2

— ."
+ N /4

PR L | 2 3 Sanfi
El signo de f'(x) sera: \

¥ —4x+4+2=0 —

i
, A

g -~

o S

Luegoen x=2 -2 y x=2+ V2 hay puntos de inflexion porque en ellos la segunda derivada cambia de signo.

e) Por los cdlculos realizados en los apartados anteriores, de la curva y=x’ e conocemos: dominio, imagen,
monotonia y extremos relativos. Para completar su representacion obtengamos sus puntos de corte con los ejes
coordenados y su asintotas.
Puntos de corte:

Para x =0 (calculado en el apartadob)) y=0 — (0,0)

. ‘=0 - x=0
Para y=0 — 0=x"¢e¢" — - (0,0)
e =0, sin solucion pues e # 0
Asintotas:
Como el dominio de la funcion es R no tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal:

2
, 2 - , X + o0 . . X . . . 2
Lim (x e X): Lim — = [—j (indeterminado). Como €' es infinito de orden superior a x° entonces
X —> oo X—>+e0 o + oo

Lim (xz e_")= 0

X—>+oo

Lim (x2 e_x)= (—e0)” € = (+00) (+o0) = (40)

X —>—o0

Luego y = 0 es asintota horizontal en +oo. Como f(x) >0 (visto en apartado a)) la posicion de la curva
respecto de la asintota sera:

Con la informacion que tenemos de la curva, su representacion grafica serd:
]

-1 1 2 3 4 5 6 7

-1
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PROBLEMA B.1. Se dan las matrices

1 2 1
M=\2 1 1
2 1 -1

y T, ysesabe que T esuna matriz cuadrada de 3 filas y 3 columnas cuyo determinante vale \/? :
Calcular razonadamente los determinantes de las siguientes matrices, indicando explicitamente las

propiedades utilizadas en su calculo:
a) éT (3 puntos)

b) M’. (3 puntos)
c) TM’ T . (4 puntos)

Solucion:
2

a) det(éTj =(como T es 3x3)= (éj det(T) = é\/E = ry

b) det (M?) = ( como det(A.B) = det(4) . det(B) )=[ det(M) ]’
Calculemos det(M),
1 2 1| F+Fl3 3 0
dettM)=2 1 1|=F,+F,4 2 0 :(
2 1 -1 2 1 -1

desarrollando por
=1, =—1(6-12)=—(-6)=6

3 3
la tercera columna

Por lo que det (M) = 6" = 1296

¢) Considerando que det(T - ): 7 t](T) vy que det(A.B) = det(A) . det(B) .
e

det(T M* T7')= det(T) det(M? ) det(T™") = det(T) [det(M)F ﬁ(T) = [det(m)f =6° =216
e
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PROBLEMA B.2. Se da la recta

y—z=0
parametro real
Obtener razonadamente:

—4y=0
r:{x Y yelplano 7,:(2+2a)x+y+az—2-6a=0 dependiente del

a) La ecuacion del plano T que pasa porel punto (1,1,0). (3 puntos)
b) La ecuacién del plano T que es paralelo alarecta r. (4 puntos)
¢) La ecuacién del plano T que es perpendicular a la recta r (3 puntos).

Solucion:

a) Como el punto (1, 1,0 ) pertenece al plano 7,:
(24+2a).1+1+a.0-2-6a=0
2+2a+1-2-60=0
—4da+1=0
—4doa=-1 — 0{=_—]=i

-4 4
Por lo que la ecuacion del plano pedido serd:

2+2i x+y+£z—2—6£=0
4 4 4

2+i x+y+£z—2—£=0
2 4 2

5 1 7
—x+y+—z—-—=0
2 4 2

10x+4y+z-14=0

Solucion: m,: 10x +4y+z-14=10

- -
b) Como m, debe ser paralelo a la rectar, N, L,

-

nﬂa:(2+2a,],a)

N
Calculemos el vector director de la recta r, v,

4y =0 =4 x=42
Como r:{x MR {x_y S ly=a4 sy =(4.1,1)
y—z=0 z=y
z=A
- -
Puesto que debe ser l’l,,aJ_V, — (4,1,1).(2+2a,1,a)=0
8+8a+I1+a=0; 9+9a=0; 9a=-9; a:%:—]

Sustituyendo el valor de o en el plano 7, :
(2+2.(-1))x+y+(-1)z-2-6(-1)=0
(2-2)x+y-2-24+6=0
y—-2z+4=0

La ecuacion del plano m, serd: y—-z+4=10



- -
¢) Como T, debe ser perpendicular a la rectar, n, 'V,

2420 1 « 2r2o_1 - 2+2a=4 — 20=2 — a=1
Por lo tanto debe cumplirse: === - 4 1
1 1 !l «
—=— - a=1
1 1

Luego o =1

Sustituyendo el valor de a. en el plano 7, :
(24+42.1)x+y+1.z2-2-6.1=0
4x+y+z-8=0
4x+y+z-8=0

La ecuacion del plano m, serd: 4x+y+z7-8=10
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PROBLEMA B.3. Un coche recorre el arco de parabola I' de ecuacion 2y = 36 —x°, variando la x
de —6 a 6. Se representa por f{x) a la distancia del punto (0,9 ) al punto (x,y ) del arco I’
donde esta situado el coche. Se pide obtener razonadamente:

a) Laexpresionde f(x) . (2 puntos)

b) Los puntos del arco I' donde la distancia f(x) tiene minimos relativos. (2 puntos)

c) Los valores méximo y minimo de la distancia f(x). (2 puntos)

d) El area de la superficie limitada por el arco de parabola I y el segmento rectilineo que une los
puntos (—6,0) y (6,0). (4 puntos)

Solucion:
Veamos la representacion grdfica del problema.
Representemos la pardbola 2y = 36 — x°

_36-x’

-2

x=0 — y=18
36-x"
o=
36-x"=0
36 =x°
x=136 =16

Como los puntos de corte con el eje OX
son simétricos respecto del (0,0),
el vértice de la parabola esta en x =

y

0

y=0 -

Elpunto Aesel (0,9) y el B uno
cualquiera de la pardbola.

36 —x’
2

d((O,Q){x’%;xZD:\/(0_x)2+(9_36;x2f :\/x2+(18—326+x2f _

_\/x2+(x2—18]2 \/x2+x4—36x2+324 _\/4x2+x4—36x2+324 _\/x4—32x2+324 Wx' =325 4324

a) fix) =d ((0,9), (xy)) siendo (x,y) un punto del arco de pardbola 1", luego y =

f(x)=d((0,9).(x, 7))

- 4 4 4 2

4 _ 2
Luego f(x)=\/x 32; 324 xe[—6,6]

Veamos como es el radicando, x*— 32 x* + 324 = (xZ)Z —2.16. X +168+68=(xX"-16)" + 68
Por lo tanto x* —32x7 + 324 es Siempre positivo.
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b) Para buscar los minimos relativos de f(x) estudiemos la monotonia de f(x). Debemos estudiar el digno de f"(x).

, 1 4x° —64x 4x3 —64x x*—16x
f(x):_ 4 2 - 4 2 - 4 2
2 200x"—32x2 4324 4lx'=32x7+324 x'—32x2+324
- x=0
f(x)=0 — Y IOy v i6x=0 - x(x’—16)=0 ) ;
Vx' —32x7 + 324 x’=16=0; x’=16; x=14

Debemos estudiar el signo de f’(x) en los siguientes intervalos,

-6 -4 0 4 6

En  f'(x) el denominador es la raiz cuadrada de una expresion que siempre es positiva (visto en el apartado
anterior), luego no aporta signo a f'(x); por lo tanto el signo de f(x) sélo depende del numerador, x> — 16 x,
polinomio de tercer grado con tres raices reales (0, — 4 y 4 ), esto quiere decir que en los intervalos indicados el
signo del polinomio va alternando.

Veamos su signo, por ejemplo, para x = 1

x=1 — I'-16.1=1-16=-15<0

luego:

- + — +

s -4 0 4 &

v la monotonia sera:

N SN )/

[I} 4 6

Es decir que f{(x) tiene dos minimos relativos en x =—4 y en x = 4.
Y los puntos del arco T correspondientes son:

_36-(-4) 36-16 _
YT T T
_36-4° 36-16 _
==,

10

x=—4 -

10

x=4 -

Finalmente, los puntos del arco 1 donde la distancia f{x) tiene minimos relativos son (—4,10) y (4, 10)

¢) Valores maximo y minimo de f{(x).
Segun lo estudiado en el apartado anterior f(x) cumple, en relacion a su crecimiento y decrecimiento,

N N

Ademas, f(x) es una funcion continua definida en un intervalo cerrado. Luego sus extremos absolutos se alcanzardn
en los extremos relativos o en los extremos del intervalo. Veamoslo:

—4) =32.(-4)° +32
V4 -3 2( 4y +324 _ Jgs _ 2\2/_17 ST~ 41231

x=—4 = f(-4)=
Minimos relativos de f(x):

V4 -32.4° 4324 _Jes 2417
=4 > f(4)= = = =17 ~ 41231
x S4) > > 5
0°-32.0°+324

Maximo relativo de f(x): x=—0 — f(0)= \/ 5 = 5’224 = g =9

(b o )= V(=6)' =32.(=6)' +324 _J468 _2\117 _JTT7 = 108167
Extremos el intervalo: 2 2 2

s f(4):\/6"—32.62+324 468 _2N1T _ oo

2 2 2

Y finalmente, el valor maximo de f(x) es N'117 y el minimo es 17 .



d) El area a calcular es:

Este area la calculamos mediante la siguiente integral definida:

6
j‘£36_ledx=i6.(36—x2)dx=i{36x—x—3} =
2 31,

SU2 2%
i 3 A3
U 36.6-5|=] 36.(-6)- || =
2| 3 3
A 516216 4 5y 20| 1 435 #32]
20 3 U\ 3
_11296-432_ 1864 _,
2 3 2 3

El drea pedida mide 144 1.
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