Matematicas II Junio 2017

—x+ay+2z=a
PROBLEMA A.1. Se da el sistema de ecuaciones {2 x+a y—z=2

ax—y+2z=a

dependiente del parametro real a. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) La solucion del sistema cuando a=2. (4 puntos)

b) Los valores del pardmetro a para los que el sistema es compatible y determinado.

(3 puntos)
¢) El valor del pardmetro a para el que el sistema es compatible e indeterminado
y obtener todas las soluciones del sistema para ese valorde a. (2 + 2 puntos)

Solucion:
En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas.
-1 a 2la
|
La matriz ampliada de este sistemaes: A =| 2 a —12
|
a -1 2la

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

-1 a 2
A=|2 a -l=-2a-4-a’-2da’+1-4a=-3d"-6a-3
a -1 2

-3a°-6a-3=0 — da’+2a+1=0 — (a+1)’=0 — a+1=0 — a=-I

Entonces,
para a # -1, /A /#0 — ran(A) = 3y, como el mdximo rango de A’ es 3, ran(A’) = 3, por lo que
ran(A) = ran(A’) = 3 = n’incognitas — Sistema Compatible Determinado

paraa=-1, /A/:O — ran(A) <2

-1 -1 2,-1
|

La matriz ampliada del sistema queda: A'=| 2 -1 —1| 2
|

—1 -1 21-1

Como F3; = F), en el estudio del rango de A~ podemos eliminar la fila 3.

dari -1 -1 2.-1
|
Quedaria 2 =1 -1 2

Calculemos el rango de A (como A es 2x3, el mdximo rango de A serd 2),

Fl=-1#0 — ran(A)>1
— ran(A)=2

=]/+2=3#0 — ran(A)=2

-1 -1
2 -1

Como el mdximo rango de A~ también seria 2 (A’es 2x4) — ran(A°) =2

Por tanto, ran(A) = ran(A”°) = 2 < n° de incognitas — Sistema Compatible Indeterminado.
Respondamos a las preguntas,
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a) Solucion para a =2
Si a=2,a# -1, porlo que el sistema es compatible determinado

—x+2y+2z=2
El sistema es 2x+2 y—z=2 Como es un S.C.D. lo resolvemos por Cramer.
2x—-y+2z=2
2 2 2
2 2 -1

-1 2| 8-4-4-8-2-8 -18_2
—1 2 2| -4-4-4-8+1-8 -27 3

2 2 -1
2 -1 2
-1 2 2
2 2 -1
12 2 2 _—4+8-4-8-2-8_-18 _2
YT 7 ~27 273
-1 2 2
2 2 2
. 2 -1 2_—4—4+8—8—2—8_—]8_g
-27 -27 -27 3
. . 2
Para a =2 la solucion del sistemaes: { x =y = 7 = 5}

b) Segiin lo estudiado al principio el sistema es compatible determinado para a # — 1.

c) Segtin lo estudiado al principio el sistema es compatible indeterminado para a =- 1.
Del estudio realizado anteriormente, para resolver el sistema usaremos la 1° y 2° ecuacion y como

incognitas principales x e y (las que determinan el menor de orden dos no nulo).

El sistema a resolver es:

1-2z -1
24z =1 1+2z+2+z 3+3z
X = = = :I+Z
‘—1 —1‘ 3
{—x—y=—1—2z 2 -1
_ —>
2 1-z —2—z+2+4z7 3z
y: = :—:Z
3 3 3
x=1-1
Finalmente, para a =-1 las soluciones del sistema son: Y = A AeR
z=A
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x+y—z+1=0

PROBLEMA A.2.Se dan el puntoP=(1,1,1),larecta r:{x+2y—z—]:0 y el plano

m: X +y + z =1 Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado, las ecuaciones de:
a) El plano que contiene al punto P yalarectaa r. (2 puntos)
b) Larecta s que pasa por el punto P y es perpendicular al plano =, la distancia del punto
P al plano n y el punto de interseccion de larecta s con el plano ©n. (2+2+2 puntos)
c) El plano ¢ que contiene a larecta r y es perpendicular al plano #n. (2 puntos)

Solucion:
a) ;Plano 6?/ Pe o y rco
Obtengamos la ecuacion paramétrica de r (para tener punto y vector director de r).

1
En la recta r, 2:2—]:]¢0
. x+ty=—-I+z
Por tanto resolvemos el sistema: r:
x+2y=1+z
‘—I+z 1‘
1+ 2 =2+42z-1-
x= ; = j Z=—3’+z x=-3+A4
- riiy=2 AeR -
‘] —1+z Z:ﬂ,
1 I+
y=%=1+z+l—z=2
P(-3,2,0)
— riq.
v.(1,0,1)

Elpunto P (1,1, 1) & r(segunda coordenada #2), luego podemos construir el plano pedido.
punto P(I 1, ])

: . v(1,0.,1)
vectores directores :
PP(4,-1,1)
x—=1 y—-1 z-1
La ecuacion general del plano o la obtenemos: 1 0 1 |=0
4 -1 1
(x—l)‘ 01 —(y—])‘] ]+(z—])‘] 0 ‘:0
-1 0 4 1 4 -1

x=D.1-(y=1).(3)+(iz-D.(-1)=0
x—=1+3y—-3-z+1=0
x+3y—-z—-3=0

Solucion: o: x+3y-z-3=0
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b)
b)) jrecta s? / Pes y sz

{punto P(] 1, ])
S 5

‘ vector director, como s L7t —:v = n_; = (] .1, ])
x=1+1
La ecuacion paramétrica de la recta s serd: s:qy=1+1 AeR
z=1+1

b)) jd(P,m)?. P(1,1,1) y mx+y+z=1 > mx+y+z-1=0

I1+1+1-1
_| | _ ZJ_ d@y@:2J§m
NP+ +71 Vr 3
b3) ;s w?
Sustituyendo los valores de x, y, z de la ecuacion paramétrica de la recta r en la ecuacion del plano
T,
I+ A+1+A+1+A=1
3+34=1 OQ=snN=x
3A=1-3 .
3A==-2 0= ]_3,]_3,]_2 - i,i,i
/1:—_2 3 3 3 SN S
3
Solucion: s Nrw = i,i,i
3 3 3
c);Plano 0?/ rco y o lx
punto R(—S,Z,O)
: i rco — uzvr(],O,I)
vectores directores : A
clrx — v=nll,1,1)
x+3 y=-2 z
La ecuacion general del plano o la obtenemos: 1 0 1{=0
1 1 1
(+3)01(2)11 1 0
x R— R—
T A T A VA (i
x+3).-H—-(y-2).0+z.1=0
-x—=3+z=0
—-x+z-3=0

Solucion: o: —=x+z-3=0
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PROBLEMA A.3. Se desea unir un punto M situado en un lado de una calle, de 6 m. de
anchura, con el punto N situado en el otro lado de la calle, 18 m. mas abajo, mediante dos
cables rectos, uno desde M hasta un punto P, situado al otro lado de la calle, y otro desde el
punto P hasta el punto N. Se representd la calle en un sistema cartesiano y resultdé que
M=(0,6), P=(x,0)y N=(18, 0) . El cable MP tiene que ser mas grueso debido a que cruza
la calle sin apoyos intermedios, siendo su precio de 10 €/m. El precio del cable PN es de 5 €/m.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El costo total C de los dos cables en funcion de la abcisa x del punto P,

cuando 0 < x < 18. (3 puntos)
b) El valorde x,con 0<x <18, para el que el costo total C es minimo. (4 puntos)
¢) El valor de dicho costo total minimo. (3 puntos)

Solucion:
La representacion grdfica de los datos del problema es:

M(Oj,6) j
2

(18,0)N
%

a) Coste de los dos cables en funcion del valor x del punto P.
Sabemos que 0 <x <18,

d(M,P)=+(x=0) +(0-6) =~/x*+36
d(P,N)=18—x
Por lo que el coste C de los cables serd: C=10+x>+36 +5(18—x) 0<x<18

b) Minimo de C.
C,:]O 2.x IOX

—5= _
24x*+36 Jx? +36
10X 5_0 5 10x-5Vx136=0 — 10x=5Jx*+36

vx’+36
(]0x)2=(5\/x2+36)z — 100 %" =25(x*+36) — 100 x* =25 x> +900

2:% =12 - x=%JI2

5

C’'=0 -

100 X° =25x"=900 — 75x*=900 — «x

Pero como 0 < x <18, entonces x = \12 = 34641
Para determinar si es minimo calculemos los valores de C~ a la izquierda y derecha de 12
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10.1 10

x=1, C'=———-5=—"—-5=-33560<0
VI +36 V37
x=5 C'= 105 _5_°0 _5_ 1401850

Jsi 136 el

Hemos obtenido que a la izquierda de 12 C~ es negativa y a la derecha positiva, por lo que para
x = 12 la funcion C tiene un minimo relativo que ademads es el absoluto porque C es decreciente a la
izquierda de \N'12 'y creciente a la derecha.

Por tanto, el coste total C es minimo para x = N I12m =3°4641 m.

c) El valor del coste total minimo serd.:

c=10(V12) +36 +5(18-12)=10J12+36 +5(18-+/12)= 1419615

Por lo que, el coste total minimo es de 141796 €.
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PROBLEMA B.1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

5 -4 2
a) La comprobacién de que C*=2C—1Lsiendo C=| 2 -7 1 | e I lamatriz
-4 4 -1
identidad de orden 3 x 3, (2,5 puntos)
y el valor de la matriz c*. (2,5 puntos)

b) El valor del determinante de la matriz (3A4)(4 A’ )_1, sabiendo que A es una matriz

cuadrada de cuatro columnas cuyo determinante vale — 1. (3 puntos)
¢) La matriz B que admite inversa y que verifica la igualdad B B = B. (2 puntos)

Solucion:
a) Comprobemos que CC=2C-1

5 -4 2 5 -4 2 5.5-4.2-2.4 -5.4+4.1+2.4 5.2-4.1-2.1
c’=|2 -1 1|2 -1 1|=|2.5-1.2-1.4 -2.4+1.1+1.4 2.2-1.1-1.1 |=
-4 4 =1)\-4 4 -1 -4.5+4.2+1.4 4.4-4.1-1.4 —-4.2+4.1+1.1

9 -8 4
=l 4 -3 2

-8 8 -3

5 —4 2\ (1 00\ (10 -8 4) (1 0 0\ (9 -8 4
20-1=2| 2 -1 11|-l0o 1 ol=l4 -2 2|-lo 1 ol=|4 -3 2

4 4 -1)\loo 1) -8 8 -2)10oo0 1) \-8 8 -3

Obtenemos el mismo resultado; por lo tanto queda comprobado que C’=2C-1I

Calculemos C* ;
C'=C.CP=(2C-1).(2C-1)=2C2C-2CI-I2C+FP=4C-2C-2C+1I=
=4C*-4C+1=4(2C-1)-4C+1=8C—-41-4C+1=4C-31=

5 -4 2 1 0 0 20 —-16 8 3 0 0 17 —-16 8
4C-31=4| 2 -1 1 |-3|0 1 O0|=| 8 -4 4 |-l0 3 0|=| 8 -7 4
-4 4 -1 0 0 1 -16 16 -4 0 0 3 -16 16 -7

17 —-16 8

Luego, c'=| 8 -7 4

-16 16 -7

b)JA/=-1 y Aes4x4
(3.4%)(2 A7)

Considerando las propiedades de los determinantes:
, ‘A_I‘ :|—i| y |n A| =n' |A| (por ser A 4x4)

Calculemos

|4 B|=|4|B
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_ IR B 18l
'_34‘A3Lﬁ2f27x"_34Lq 44\A2\"8]'( 1y 256 |47 256(Af

‘GAQ@Aﬁﬂ:pAﬂ

by’

81 81

T 256 (C1f 256

81

. 4 2y | _ oL
Solucion: ‘ (3 A )(4 A ) =%

c) ; matriz B ?/ existe B’ y BB=B
Partimos de BB =B, como existe B' multiplicamos la igualdad por B por la izquierda,
B'BB=B'B
IB=1
B=1

Solucion: B =1 ( B es la matriz identidad).
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PROBLEMA B.2. Sea T un tetraedro de vértices O = (0,0,0), A = (1,1,1), B=3,0,0) y
C =(0,3,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion del plano 7 que contiene a los puntos A, By C, (I punto)
y las ecuaciones de la recta hy perpendicular a m que pasa por O. (2 puntos)
b) El punto de interseccidn de la altura hy y el plano n. (3 puntos)
c) El area de la cara cuyos vértices son los puntos A, By C, (2 puntos)
y el volumen del tetraedro 7. (2 puntos)

Solucion:

a) ;plano @ que pasa por los puntos A(1,1,1), B(3,0,0) y C(0,3,0)?
punto  A(1,1,1)

AB(2,—-1,-1)

—_

AC(-1,2,])

Del plano © conocemos )
vectores directores

La ecuacion del plano © serd:
x=1 y-1 z-1

2 -1 -I1|=0 >

-1 2 -1

<x—z>‘_1 _1‘—@—1)‘2 _1+<z—z>‘2 _1‘=0
2 -1 -1 -1 -1 2

x=D3-(y-DE)+(z-1)3=0
3x=3+3y—-3+3z-3=0 — 3x+3y+3z7-9=0 — x+y+z—3=0

Portanto, w: x +y +z -3 =10

Recta hoy/O € hy y hy L m:
{Punto 0(0,0,0)
h .

o - - -
vector director,comohy Lx  — v, = n,(1,1,1)

Ecuaciones de hy:
Ecuacion vectorial: (x,y,z)=(0,0,0)+A(1,1,1) Ae ;& —
(x,y,z)=A(1,1,1) Aec &

x=A1
Ecuacion paramétrica: {y=A1 AeR

z=A

Ecuacion continua: x=y=7z2
b);hon mw?
Sustituyendo los valores de x, y, z de la recta paramétrica en la ecuacion del plano,

A+A+A-3=0; 3A-3=0; 3A=3; A=1

El punto de corte entre la recta hy y elplano @ es (1,1,1)
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c) Area de la cara de vértices A, By C
Como es un tetraedro su cara es un tridngulo de vértices A, By C y calculamos su drea mediante la
formula: ( los vectores a usar los calculamos en el apartado a) )

Area=1| ABx AC |
2

- - -

i j k
ABXAC=| 2 -1 —1I|=i+4k+j—k+2i+2j=3i+3j+3k=(333)
-1 2 -1

‘EXA_C:‘:VSZ+32+32=\/E:3\/§
Areazéj?\/_:#u.a.

Solucion: el drea de la cara pedida es

u.a.

3V3
2

El volumen del tetraedro de vértices O, A, By C podemos obtenerlo de dos formas:

a) Mediante la formula: 'V, :é‘ [E& OB af”

etraedro

OA=(1,1]) 11 1

O_Bbz (3’090) ‘/I‘ermedro :i‘ I:E4> FB R‘”:i 3 0 0 :l|9|:2:£u3
— 6 6 6" 6

0C = (0,3,0) 0 3 0

b) Podemos considerar como base del tetraedro el tridngulo de vértices A, By C que estd sobre el plano w, y
la altura del tetraedro, que estaria sobre la recta que pasa por el punto O 'y es perpendicular al plano
7 (la recta hy obtenida en el apartado a)); por tanto la altura del tetraedro es la distancia entre los
puntos O (0,0,0) y el obtenido en el apartado b) P (1,1,1).

= é Area_base . h= é A, ideuio a..c A(P,0)=

ENE]
Arriagulo AB,C = T (
d(P,0) =P+ +1’ =43

tetraedro

del apartado anterior)

3

*

133 593,
3 2 6 2

Solucion: El drea de tetraedro pedido es % w.
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2

PROBLEMA B.3. Dada la funcion f definida por f(x)= X+ , para cualquier valor real
X

x # 0, se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f, (2 puntos)
y los extremos relativos de la funcién f. (1 punto)
b) Las asintotas de la curva y = f(x). (3 puntos)

2
c¢) El area de la region plana limitada por la curva y = X+ , I1<x<e,

X
el segmento que une los puntos (1,0) y (e,0), ylasrectas x=1 'y x =e. (4 puntos)

Solucion:
a) Monotonia de f(x).
Estudiemos el signo de f(x), sabemos que Dom f(x) = H ~{ 0 }.
, 2xx—](x2+]) 2% —x" =1 x*-1
X X X
Obtengamos las raices del numerador y denominador:

X —1=0 — x'=1 — x=tJI==I

=0 —> x=0

f(x) es un cociente y su denominador estd elevado al cuadrado, por tanto positivo, luego el signo de f(x)
solo depende del numerador. El numerador es un polinomio de segundo grado con coeficiente de x~ positivo
y raices — 1 y 1, por tanto:

f'(x)

+ - .

: : : Por tanto, f(x) es crecienteen ( — oo, —1) U(1,+00) y

' decrecienteen (-1, 1).
Del estudio anterior obtenemos que f(x) tiene un mdximo relativo en x = — 1 'y un minimo relativo en x = 1.

_1\2
Para x=-1 — fn="0*H_2 5
-1 -1
2

Para x=1 — f()=2 ]” :%:2

Entonces, f(x) tiene un mdximo relativo en (- 1,—2) y un minimo relativoen (1, 2).

X +1
X

b) ;Asintotas de y = ?

Asintota vertical,
Posible A.V. x=0

2

Cox +1 1
Lim =—=00 — x=0 esAV.
x>0 X 0

Asintota horizontal,

Xt +1 o0 X’ , ) , )
Lim =|— |=Lim—=Limx=o — No tiene asintota horizontal.
X —>o0 X %) x> X X— o0

Asintota oblicua,
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Como la funcion es un cociente de polinomios y grad (numerador) — grad (denominador) =2 — 1 = 1
la funcion tiene asintota oblicua y la obtenemos efectuando la division polinomica:
2
xX+1|x

2 . .
- X X — y =x es la asintota oblicua.

Finalmente, la curva tiene x = 0 como asintota vertical e y =x como asintota oblicua.

c) ;Area de la region plana?
De lo estudiado en los apartados anteriores podemos intentar representar la funcion f{(x),
Sabemos Por tanto, f(x) serd:

o /\2

Trazando las rectas y el segmento que delimitan la region:

Por tanto la region plana de la que debemos calcular su drea es:
El drea de esta region la obtenemos mediante la siguiente integral

2
definida: L X+

dx

X
Calculemos la integral indefinida,

2 2
‘ [ +1dx:j(x+ijdx:x_+m|x|+c
X X 2

% 5 o : 3 2 2 ¢ 2 2
Luego, J-ex +]dx: x—+Ln|x| = e—+Ln|e| _ I_+Ln|]| =
Iox 2 2 2

1

e

2 2 2
. N (RS I s (RS S A T
/\ 2 2 2 2 2 2

2

Solucion: el valor del drea pedida es (% + éj u’ = 471945 u’.
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