Matematicas II Junio 2007

x+2 4 6 3y+5 7 12
Problema 1.1. Dadas las matrices B(x)=|2x+3 3 6| y C(y)=|2y+3 3 6
4x+4 2 6 3y+4 2 6

a) Calcular el determinante de la matriz 3B(x) y obtener el valor de x para el que dicho determinante vale 162. (1,8
puntos).
b) Demostrar que la matriz C (y) no tiene inversa para ningtn valor real de y. (1,5 puntos).

Solucion:
a)
x+2 4 6
|3 B()c)|=33 |B(x)|:27 2x+3 3 6|= desarrollando por la 1° columna,
4x+4 2 6
3 6 4 6 4 6
=27 (x+2)2 6—(2x+3)2 6+(4x+4)3 ¢ =27[(x+2)(18 —12) — (2x +3)(24 —12) + (4x + 4)(24 —18)
=27[(x+2) 6—(2x+3) 12+ (4x+4) 6]=27[6x +12 - 24x — 36 + 24x + 24] =162x
162x=162 — x=02_
162
b) Calculemos su determinante,
3y+5 7 12
ICy)|=]2y+3 3 6|=(3 +5)3 6—(2 +3) 12+(3 4y e
PNI=Y S T e S M A I
3y+4 2 6

=@y+5)(18=12)=(2y+3)(42—-24)+ By +4) (42-36) = 3y +5) 6—(2y+3) 18+ 3y +4) 6 =
=18y+30-36y—54+18y+24=0

Como el determinante de C(y) es nulo, no existe la matriz inversa de C(y).
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x+ay+z=9
Problema 1.2. Dado el sistema de ecuaciones lineales 3x+5y+z=9 ,sepide:
ax+y+z=9
a) Probar que es siempre compatible, obteniendo los valores de & para los que es indeterminado. (2 puntos).

b) Resolver el sistema anterior para & =7 . (1,3 puntos).

Solucion:
a)
Llamando A a la matriz de coeficientes del sistema y A’ a la matriz ampliada,
1 o 119
I
A=|3 519
|
o 1 119

A es una matriz 3x3, luego el mdximo rango de A serd 3
A’ es una matriz 3x4, luego su mdximo rango serd 3
Estudiemos el rango de A

1 a 1
3 5 1=5+3+a’-5a-1-3a=a*-8a+7
o 1 1
8+6_7
5 8++/82—4.17 8+64-28 8++/36 8%6 7

a -8a+7=0 —> o= = - — _

2.1 2 2 2 ﬂ_l

2

Para a#1 y a#7, ran(A)=3=ran(A)=n°deincégnitas = S.C.D

Para a=1
1 1119
A=|3 5 1i
11119

En la matriz A la 1y 3° filas son iguales, luego el mdximo rango de A serd 2,

1
en A — 5:5—3=2¢0 — ran(A)=2

en A’, orlando el menor anterior, no nulo, con 3° fila y 4° columna,

1 19
35 9=0 (1a y 2* filas iguales), luego ran(A)=2
1 19

ran(A) = ran(A’) = 2 < n° incognitas, Sistema Compatible Indeterminado

Para a=7
1 7 119
A=|3 5 119
71119
en A" — 225—21:—16;&0 — ran(A)=2

en A’, orlando el menor anterior, no nulo, con 3° fila y 4° columna,
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1 7
35
7 1
ran(A) = ran(A’) = 2

9 |1 7
9=93 5 1=9(5+3+49-35-1-21)=9(57-57)=0, luego ran(A")=2
9 |7 1

Y e S e S

n’incégnitas, Sistema Compatible Indeterminado

Por lo tanto, para cualquier valor de & el sistema es siempre compatible.
El sistema es compatible indeterminado para =1 y & =7.

b) Para & =7
El sistema a resolver es,

x+7y+z=9
3x+5y+z=9
Tx+y+2z=9

Este sistema es compatible indeterminado. Del estudio realizado en al apartado anterior, sabemos que el sistema a
resolver es:

x+7y=9-z2
por Cramer
3x+5y=9-z2
9-z 7
_9—z 5__ﬂ9—@—7@—z)_—2@—z)_9—z
-16 -16 —-16 8
I 9-z
_B 9-4 _10-2-30-2) _-209-2) _9-z
T 16 16 8
9-1
xX=—
8
Solucion y:% AeR
z=41

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com



Matematicas II Junio 2007

Problema 2.1. Dadas las dos rectas r y s, que se cortan, de ecuaciones
r_x—1_2y—1_2z—3 s_x—3_2y+3_z—1

2 -6 6 -2 2 4
a) El punto P de corte de las rectas r y s. (1,1 puntos).

, se pide calcular:

b) Un vector direccional de r y otro de s , (0,5 puntos), y el angulo & que forman las rectasr y s en

el punto de corte P. (0,6 puntos).

¢) La ecuacién implicita ax + by + ¢ z + d = 0 del plano & que contiene a las rectas r y s (1,1 puntos).

Solucion:
a) Escribimos las ecuaciones paramétricas de r y s.

r_x—1_2y—1_2z—3

2 -6 6
1 3 x=1+21
_ y——= I—-=
reX I 2-_ 2 y:l—3/1 AeR
2 -3 3 2
Z:§+3/1
2
x=3 2y+3 z-1
-2 2 4
3 X=3—2ﬂ
x=3 Yty -1 3
s = = - Siyy=——_+ eR
2 2 4 yET TR M
z=1+4u
Punto de corte entre r y s,
1+24=3-2u
1 3 24+ 2u=2 El determinante de la 2 2
—=3A=—=+u — <-31-u=-2 matriz ampliada de |-3 -1
2 2 este sistema es
%+3/1=1+4,u "X W
Como en la matriz de coeficiente el menor ‘ ‘:—2+6:4¢0

Las rectas se cortan en,

2A42u=2 2A+2u=2
—3l-u=-2 2x2* |—6A-2u=-4
_4a=— — a==2-1
-4 2
El punto de corte serd,
x:1+21=2
2
1 1
y:——35=—1 - P2,-13)
7z=—+3—-=3

2
-2|=14+24-124+6-16-3=0

3 -4 7Y

el sistema tiene solucion vnica.
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b)
v =(2,-3,-3) vy v.=(=214)

—_  —

V..V

r s

(2,-3,-3).(-2,1,4) ~ |-4-3+12 ~

siendo o =(r,s) — cosa= = = =
N2+ (3 +3 (2P + P +47 N4+9+94+1+16

—

vr

—

VS

5 5

~ V2221 ez

luego o =76548..°=76755°

c)
punto P(2,-1,3)
v =(2,-3,-3)

—

v, =(=2,1,4)

Del plano & conocemos )
vectores directores

la ecuacion del plano serd,

x-=2 2 =2

y+1 =3 1]=0

z—3 3 4

(x—Z)‘_3 1‘—(y+1)2 _2+(z—3)‘2 _2‘:0
3 4 3 4 -3 1

(x=2)(-12=-3)—(y+1D@+6)+(z—3)(2-6)=0
—15(x-2)-14(y+1)-4(z-3)=0
—15x+30-14y—-14-4z+12=0
—15x—-14y—-4z+28=0

15x+14y+4z—-28=0 estaes la ecuacion del plano &
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Problema 2.2. Dados el punto Q = (3, -1, 4) y la recta r de ecuacion paramétrica
rix=-2+3\y=-2Az=1+4)\, sepide:

a) Hallar la distancia del punto Q a larectar. (1,1 puntos).

b) Justificar que la recta s que pasa por Q 'y tiene a (1, —1, 1) como vector direccional no corta ar. (1,1 puntos).

¢) Calcular la distancia entre las rectas r y s. (1,1 puntos).

Solucion:
a)
PrQ X vr -
dQ,r) = — siendo P. y v, punto y vector director de r.
vr

P=(-2.0.1) - PQ=(5-13)

v =(3,-2,4)
ik
— - -1 3 =5 3 —|5 -1
POxv =[5 -1 3|=i — +k =
2 4 '3 4 "3 -2
3 -2 4

= i (4+6)— j(20-9)+ k(—10+3)=2i —11] 7k =2, ~11,~7)

POXv,| =22+ (=11 +(=7) =~4+121+49 =174
v =3 + (=2 +47 =9+ 4+16 =~/29
V174
dO,r) =~ =6 u.l
V29
b)
Q(37_1’ 4) P(_Z’ 091)
-y v G-2.9)
3 113-(=2) 24V 1 N5
| |
M=|-2 -1} -1-0 |=|-2 -1!-1
4 11 4-1 4 113
3 1 5
-2 -1 —-1|=-9-10-4+20+3+6=6 — ran(M")=3— las rectas se cruzan.
4 1 3
c)
v, v, PO
d(r,s) ="—=—=
v, XV,
3 1 5
v,v,, PO =||-2 -1 —1|=l6|]=6
4 1 3
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—

i

%
=3 —2 4)=i 2 4T UeRT T -To-nr k3 n=2i4 T -k
\% Vv, = — =1 — = — — — — - _ —
T SV R VI VR / b
1 -1 1
:(2’]7_])
voxv| =2+ P+ (1) =4+1+1=16
v, v, PQ
d(r,s):T:i:\/gu'l'
vavs \/g
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Problema 3.1. Se consideran las funciones reales f (x) = 12 X -8xX+9x-5 y g(x)=06 X —7x+2. Se pide:
(%)
g(x)

a) Determinar las ecuaciones de las asintotas a la gréafica de la funcién (1,6 puntos).

b) Calcular la funciéon H (x) = j% dx que cumple H(1) = 1. (1,7 puntos).
g(x

Solucion:

a)

Asintotas de

_12x° —8x*+9x-5
6x° —Tx+2

Asintota horizontal.

. 12X —8x*+9x -5
Lim 5 =
X oo 6x —Tx+2

L 12X —8x*+9x—-5 (- 12x°
Lim 5 = m
xo-e OX"=Tx+2 + 00

Por lo tanto no tiene asintota horizontal.

3
(+ jz Lim 12x = Lim 2x = +oo

=+ oo X —>+oo 6_x X —>+oo

Asintota vertical.
Buscamos las posibles asintotas verticales,
6xX-7x+2=0

7+1 8 2

x_74_n/(—7)2—4.6.2_7i«/49—48_7i\/7_7iz_ 2 12 3
2.6 12 12 12 7-1_6 1

2 12 2

2
Posibles av. x=— y x=—
2 3

3 2
L A1) gL} volos o1 gl 9 s 12-16+36-40
12x° —8x" +9x-5 _ 2 2 2 8 4 2 _

Lim > = = 8 =
el 6x  —7x+2 0 0 0
2
48 — 56 ;8
0 0
1 . .
luego x = 5 es asintota vertical.
2Y f2Y . .2 8 4 96— 96
20 = =8 ~—| +9—-5 2 8T _
Lo 126 =827 4 9x=5 (3) (3) s A A7 A
26X =T7x+2 0 0 0 0
3

2 , .
luego x = E es asintota vertical.
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Asintota oblicua.
La asintota oblicua es la recta de ecuacion y=mx + n siendo,

f(x)
3 _ 2 _
m= Lim g(x) _ Lim 12x : 8x :—9x 5:2
Xote X xote Ox =T7x"+2x

3_qg.2 _ 3 g2 e ; -
n= Lim M—Zx - Lim 12x 28x +9x 5—2x — Lim 12x” —8x +9x2 5—12x" +14x 4x:
6x —Tx+2 X = +oo 6x2—Tx+2

X —>+oo

1 _— =
x>t 6x° = Tx+2

Por lo tanto la asintota oblicua es: y=2x+ 1

b)
f(x)
H(x)=|—=d
0 Ig(X) *
fx) 12x° —=8x* +9x—5
g(x) 6 —Tx+2

efectuemos la division polinomica

2 - 8* + 9x - 5 6x>—Tx+2

— 12X + 14x* - 4x 2x+1

6x> + S5x - 5
- 6xr + Tx - 2

12x — 7
lueeo f(x)_12x3—8x2+9x—5_(2x+1)+ 12x -7
& g(x) 6x> —Tx+2 6x> —Tx+2

12x-7
Hx)=||2x+)+————
x) J-{( *+) 6x° =Tx+2

Como debe ser H()=1

1= +1+Ln|6.1=7.1+2/+C
1=1+1+Ln|6-7+2/+C
1=2+Lnfl|+C

1=24+0+C — 1=2+C — C=-1

}dx:x2+x+Ln 6x*—T7x+2|+C

Porlotanto Hx)=x"+x—1+Ln|6x* —Tx+2
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Problema 3.2. Se considera la funcién real f (x) = xX’+ax*+bx+c,donde g, b y ¢ son pardmetros reales.

a) Averiguar los valores de a y b para los que las rectas tangentes a la gréafica de f{(x) en los puntos de abscisas x =2y x =

4 son paralelas al eje OX. (2 puntos).

b) Con los valores de a y b hallados anteriormente, obtener el valor de ¢ para el que se cumple que el punto de inflexién

de la grafica de f(x) estd en el eje OX. (1,3 puntos).

Solucion:

a ) Recta tangente a fix) en x =2 y x =4 debe ser paralela al eje OX
Es decir que lar.t. af(x)enx =2y x =4 deben tener pendiente 0.
f(x)=3x+2ax+b

pendiente de la r.t. af(x) en x =2
f(2)=3.2+2a.2+b=12+4a+b

pendiente de la r.t. af(x) en x =4
f/(4)=3.42+2a.4+b=48+8a+b

El sistema a resolver serd
{124_ 4a+b =0 Multiplicando la 1 ecuacion por — 1 {_12_461 —b=0

48+8a+b =0 48+8a+b =0

sumando 36+4a=0
a=-9

Sustituyendo el valor de a en la 1° ecuacion,
12+4(-9)+b=0

12236 +b =0
_24+b=0
b=24

Solucion: a=-9 y b=24

b)f(x)=x —9x° + 24 x + ¢, obtener el valor de para que el punto de inflexion esté en el eje OX.
flx)=3x"—18x+ 24
f(x)=6x-18
6x—-18=0; x=23 estaes laabcisa del punto d einflexion.
Para x=3; f(3)=3-9.3+24.3+¢=27-81+72+c=18+c
Como el punto de inflexion debe estar en el eje OX, I8+ c=0; c=-18
Solucion: c¢=-18

La funcion que cumple las condiciones de los apartados a) y b) serd:
f(x)=x-9x" +24x-18
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40 -5x

10—x
de acero de alta calidad, siendo 8 toneladas la produccién maxima diaria de acero de baja calidad. Si el precio de una
tonelada de acero de baja calidad es 100 euros y el precio de una tonelada de acero de alta calidad es 250 euros, demostrar
que se deben producir 5 toneladas por dia de acero de baja calidad para que el valor de venta de la produccién diaria sea
maximo. (3,3 puntos).

toneladas

Problema 4.1. Unos altos hornos producen al dia x toneladas de acero de baja calidad y

Solucion:
La funcion que nos da el valor de la venta de la produccion diaria es
V(x) =100x+250 410 o
—-X
Busquemos el mdximo de esta funcion,
V() = 100+ 2502070 =G0 =0CD _ 5, 5597204 XH 40758 _ 50 4 550720+ 40
(10—-x) (10—-x) (10—-x)
= 100+250;02 = 100—%
(10—x) (10 —x)
00— 2% __,
(10 —x)
100 = 2500 :
(10—-x)
100(10 - x)* = 2500
(10-x)* =25

10-x=%4v25
10-x=5 — x=10-5=5
10-x=1%5
10-x=-5 — x=10+5=15

La solucion x = 15 no es vdlida ya que supera la produccion mdxima diaria (que es de 8 Tm)

Veamos que ocurre con la solucion x = 5
—2500.2(10-x)(=1) _ —5000
(10— x)* (10— x)’
-5000 —5000
3 5 <
10-5) 5
luego V(x) tiene un mdximo relativo en x =5. ;Es el mdximo de V(x)?

Por definicion de la funcion V(x), x puede tomar valores entre 0 y 8 (x son las toneladas de acero de baja calidad).
Calculando los valores de V(x) para x = 0, x = 5 y x = 8 determinaremos el mdximo.

x=0, V(0)=100.0+ 250M = 250ﬂ =1000
10-0 10

V7 (x)=—

parax=5, V(5= 0

x=35, V(5)=100.5+ 250% =500+ 250% =1250

x=8, V(8 =100.8+ 2504?0;58'8 =800+ 250% =800

Por lo tanto el mdximo se alcanza para x = 5.
Queda demostrado que se deben producir 5 Tm de acero de baja calidad para que el valor de venta de la produccion
diaria sea mdximo.
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Problema 4.2. Hallar las dimensiones del cartel de drea maxima con forma de rectangulo que tiene dos vértices sujetos a
una estructura rigida parabélica de ecuacién y = 12 — x’ , y los otros dos vértices estan situados sobre el eje OX .
(3,3 puntos).

Solucion:

Para representar la pardbola 'y = 12 — x° efectuamos los siguientes cdlculos,
para x=0, y=12

para y=0, 12-x*=0; 12=x% x=+VI2=+346

vértice (0, 12)

El dibujo de la pardbola y el cartel seria,

El drea del rectdngulo serd: A(x) =2x (12 - X )=24x-2 x

Busquemos el mdximo.

A(x)=24-6%

24 _6x*= 0; 6 = 24; = 4; x==x2; x=-2no esvdlida, por definicion x debe ser positivo.
Veamos si x = 2 es mdximo

A7(x)= —12x

A(2)= -12.2= —24 <0 luego mdximo.

Las dimensiones del cartel serdn:
base=2.2=4u.l
altura=12-2"=12-4=8u. L
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