Matematicas II Julio 2019

2x +3z=0
PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones x—2y+2z=5
3x—y+S5z=a+1

donde & es un parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:
a) Los valores del parametro « para los que el sistema es compatible y determinado.

(4 puntos)
b) Las soluciones del sistema cuando a=-1. (3 puntos)
c) El valor de «a para que el sistema tenga una solucién ( x, y, z ) que verifique
x+y+z=0. (3 puntos)
Solucion:
a) ;a? /el sistema sea compatible y determinado

2 0 3| «
|
La matriz ampliada de este sistema es: A'=|1 -2 2| 5
|
3 -1 S5'a+l

|
A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A’ es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

2 0 3
A=l -2 2/=-20-3+18+4=-1#0 — ran(A)=3
3 -1 5

Entonces, ran(A) = 3 y, como el mdximo rango de A es 3, ran(A”) = 3,
luego ran(A) = ran(A°) = 3 = n’incognitas — Sistema Compatible Determinado

Por tanto, el sistema es compatible y determinado ¥V o € R.

b) Las soluciones del sistema cuando o= — 1
Segtin lo estudiado anteriormente, el sistema es compatible y determinado. Lo resolveremos por Cramer.

2 0 31-1
|
La matriz ampliada del sistema es: A'=|1 -2 21 5 y |A|
|
3 -1 51V 0
-1 0 3 2 -1 3
S5 =2 2 1 5 2
0 -1 5 10-2-15 -7 3 0 5 50-6-45+5 4
x= = -7 = - _ 4 _y
—1 -1 -1 -1 -1 -1
2 0 -1
1 -2 5
3 -1 0| 1-6+10 5
7= = :—:—5
-1 -1 -1

Cuando a=-1 lasolucion del sistemaes: x=7, y=—4, z=-5.
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c) Habrd que estudiar el sistema formado por las tres ecuaciones iniciales y la ecuacion de la condicion.
2x +3z=
x—=2y+2z=5
Es decir, el sistema a estudiar es:
3x—-y+S5z=a+1

x +y +z=0

2 0 3 «a
|
, |11 -2 2, 5
La matriz ampliada de este sistema es: A = ! .
3 -1 5la+l
1 1 11 0

A es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 4x4, por tanto el mdximo rango de A’ es 4.

Empezamos estudiando el rango de A",
2 0 3 «a 2 0 1 a

1 -2 2 5 {c,—cz}s -2 -1 5

3 -1 5 a+l |C-Cl4 -1 2 a+i
i

7|

= {desarrollando por la 4° fila} =

1 1 0 0o 1 0 0
2 1 o

=13 -1 5 |==2(a+D)+6a+20+4a-20-3(a+1)=-"2a-2+10a-3a—-3=5a-5
4 2 a+l

Sa-5=0;, S5a=5 a=1
Si a#l, ran(A°) =4 y como el mdximo rango de A es 3, el sistema seria incompatible.

Sia=1,ran(A") <3

2 0 3
el menor 1 =2 2|=-20-3+184+44=—-1#0 'y este menor es de A y A", por tanto
3 -1 5

ran(A) = ran(A°) = 3 = n°de incégnitas — Sistema Compatible Determinado.

Para que el sistema tenga una solucion que verifique x +y +z =0 debe ser a=1.
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PROBLEMA A.2. Se tienenel plano 7z 2x+y+2 z=38 yel punto P =(10, 0, 10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La distancia del punto P al plano m. (3 puntos)
b) El area del tridngulo cuyos vértices son los puntos A, B y C, obtenidos al hallar la
interseccion del plano 7 con los ejes de coordenadas. (4 puntos)
¢) El volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, B y C. (3 puntos)
Solucion:

a) m2x+y+2 z=8 m2x+y+2 z-8=0 y P(10,0, 10)
2:10+0+2-10-8] |32
d(P,x)= | | :u =32 - 106667
N2+ +2 3 3

La distancia del punto P al plano 7 es de % ul. (aproximadamente 10°6667 u.l.).

b) Calculemos los puntos A, By C.
A =rTnNEje OX

x=0+1A4 x=4
punto (0,0,0)
Eje OX :{ — — EjeOX :iy=0+04 AeR — EjeOX:iy=0 AeR
v (1,0,0)
z=0+04 z=0

Sustituyendo los valores de x, y, z del eje en la ecuacion del plano, 2A+0+2.0=8; 2A=8 A=4

Por tanto, A (4,0,0)

B =t Eje OY
punto (0,0,0) 0
Eje OY :{ . — EjeOY:iy=14 AeR
v (0,1,0) 0
Z =

Sustituyendo los valores de x, y, z del eje en la ecuacion del plano, 2.0+ A+2.0=8; A1=8

Por tanto, B(0,8,0)

C=7xnNEjeOZ
punto (0,0,0) x=0
Eje OZ :{ — — EjeOz:3y=0 AeR
v (0,0,1) 2
Z =

Sustituyendo los valores de x, y, z del eje en la ecuacion del plano, 2.0+ 0+2A=8; 2A=8; 1=4

Por tanto, C(0,0,4)

El drea del tridngulo de vértices A, B, C la calculamos mediante la formula A, =é ABxXAC
i J k
- - - - - 8§ 0 - -4 0 ~-|-4 8
AB=(-480), AC=(-404), ABXAC=|-4 8 0|=i —J +k =
40 4 0 4 -4 4 -4 0

—327+16 j+32k =(32,16,32)
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ABXAC|=+32°+16> +32° =48, A, =§48=24 u.a.

El drea del triangulo pedida es 24 u.a.

c) Volumen del tetraedro.

Calculamos los vectores A_>P =(6,0,10), B_;D =(10,8,10) y CT)P =(10,0,6)
6 0 10

V.. = é 10 8 10||= i|288 —800|= 52—2 = % = 8573333
10 0 6

El volumen del tetraedro pedido es % u.v. (aproximadamente 85°3333 u.v.).
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X 4+x+5x-3

X 4+2x+5
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio de la funcién h. Los limites  lim h(x) 'y ll’ng h(x). (I + 2 puntos)

X—>+oo

PROBLEMA A.3. Se da la funcion real £ definida por j(x) =

b) La asintota de la curva y = h(x). (4 puntos)
¢) La primitiva de la funciéon i (es decir, I h(x) dx) 'y elareade la superficie encerrada
entre lasrectas y=0, x=1, x=5 y lacurva y= h(x). (4 puntos)

Solucion:
a) Dominio de h(x)

—2+422—4.1.5 —2++-16

X +2x+5=0 —> x= = Sin solucion
2-1 2
Por tanto, Dom h(x) = %
Calculemos los limites,
3 2 3

X +x +5x-3 S X
lim h(x)= lim =|— |=lim — = lim x =+o0
X—>+o0 X—>+oo xz —+ 2x —+ 5 %) X—>+o0 xZ X—>+oo

T+ x’+5x-3 -3
limh(x) = lim~——— >~ "=
x>0 =0 xT+2x+5 5

b) Asintota de y = h(x).
Como Dom h(x) = % y=h(x) no tiene asintota vertical.
Como lim h(x)=+cc y lim h(x)=-c0, y=h(x) no tiene asintota horizontal

X—>+o0 X—>—00
Obtengamos la asintota oblicua, (puede ser de dos formas)
1. La funcion h(x) es un cociente de dos polinomios tales que grad(num) — grad(den) = 3 —2 = 1,
luego tiene asintota oblicua. Cdlculo de la asintota (efectuamos la division polinomica),
Y+ P+5x-3 [XF+2x+5
—xX-2x-5x x—1
— X -3 Por tanto, la asintota oblicuaes y=x-1
+ X +2x +5
2x+2

2. La asintota oblicuaes y=mx + n, siendo
X +x?+5x-3
h(x) X24+2x+5 x3+x2+5x—3_(ooj x’

m=Ilim——==Ilim =lim 5 5 = =ll’m—3=ll’m]=I
X X X300 X xoe x4 2x° +5x

%) X—o X X—>+oo

3+ 2+5 _3 3+ 2+5 _3_ 3_22_5
n= lfm[h(x)—m x]: lim|:x X X _x:| — Iim X TX X X X X _

xoel X7+ 2x+5 x>0 x’+2x+5
o —=x’=3 S =X .
= lim =|— |=lim——= lim (-1)=-I
x=eo x“ +2x+5 oo x—o0  x X—>+oo

Por tanto, la asintota oblicuaes y=x-1
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o) _[ X +x +5x-3
X +2x+5
Considerando la division polinomica realizada en el apartado anterior,

dx=

2x+2 ?
I x—]+2x— dx="—x+1In ‘xz +2x+5‘+C
X +2x+5 2
Calculemos el drea de la superficie.
Debemos realizar una representacion grdfica del drea a calcular.

El segundo limite calculado en el apartado a) nos informa que h(x) pasa por (0,_ %)

De la funcion h(x) conocemos su asintota oblicua y = x— 1.
Calculemos,
x | h(x) | x—1
3 2
]-l;] +5-]—3=£=0,5 I_1=0
I'+2-1+5 8
5°45°+5-5-3 172

542.5+5 40

=473 5—-1=4

La representacion grdficade y = h(x), y=0, x=1 y x=5 es

5

4

El cdlculo del drea es mediante la integral definida,
5

fh(x)dx: x—z—x+Ln\x2+2x+5\ = 5—2—5+Ln\52+2~5+5\ - £—1+Ln 12+2-1+5\ -
! 2 2 2

1

:§+Ln40+é—Ln8:8+Ln%:8+Ln5

El drea pedida esde (8 + Ln 5 ) u.a. ( aproximadamente 96094 u.a.)
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-1 6 y
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de « para los que la ecuacion matricial A X = o X solo admite una
(4 puntos)

PROBLEMA B.1. Se dan las matrices A =( ! 4) v X = (xj

solucién.
b) Todas las soluciones de la ecuacién matricial A X =5 X. (3 puntos)

c¢) Comprobar que X = (J es una solucion de la ecuacion matricial A X =2 X vy, sin

4

]j_ (2 puntos)

4
calcular la matriz A", obtener el valor de S tal que A’ OO(J =0 (

Solucion:

a) ;ja?/A X =aX solo tiene una solucion.
1 4)\(x X x+4y=ax (I-a)x+4y=0
=a — —
-1 6)\y y -x+6y=ay -x+(06-a)y=0

Es un sistema homogéneo, tendrd solucion inica (la trivial x =y = 0) cuando /A / #0

- 4 , .
A= =(l-a)6-a)+4=6-a—6a+c’ +4=0-7a+10
-1 6—¢
a—7+3—5
— (= EA (=7 =41 + 1T T, T
o -70+10=0 — a= (N EN7) =41 IO E 37 2
2-1 2 7-3
Q’ZZ—:Z
2

Por tanto, la ecuacion matricial A X = aX solo admite una solucion cuando o€ K ~ {2, 5).

b) Solucionesde AX=5X
Segiin lo resuelto anteriormente, el sistema que queda es:

(I=5)x+4y=0 —4x+4y=0
%
-x+(6-5y=0

Como las dos ecuaciones son iguales, la soluciones —-x+y=0; y=x

-x+y=0

simplificando la primera ecuacion por 4,
—x+y=0 -x+y=0

x=A
Por tanto, la solucion es { AeR.

y=4
)'A4—24‘7
c) | ]—]

Comprobemos:

1 4 4_24. l1-4+4-1 _2'4. 8_8

(—1 6j(lj_ (lj (_1.4.,.5.]}_(2_1} (ZJ_(ZJ c.q.c.
P2/ Awo(i]:ﬁ(i]
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4 4
Sabemos que A =2
1 1
, (4 4 4 4 4 , (4
Calculemos A =AA =A2 =2A =2-2 =2
1 1 1 1 1 1

1 1
Demostremos, por induccion, que A" (4) =2" (4)

De los cdlculos anteriores hemos comprobado que se cumple para n =1 y n =2, supongamos que se
cumple para n 'y comprobemos que se cumple para n +1

R e R AR

1 1
Por tanto, paran = 100, A" (4} = (4); en consecuencia = 2100,
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PROBLEMA B.2. Se dan en el espacio la recta r: ]a = y4 =% yelplano m:x+2y+3z=6.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa de larecta r y el plano 7 en funcién de los parametros reales « y
B (5 puntos)
b) La distancia entre larecta r yel plano 7 cuando =6 y = 3. (4 puntos)
¢) La ecuacion del plano que pasa por (0,0,0) y que no corta al plano z (2 puntos)

Solucion:

a) Posicion relativade r y 7 enfuncionde oy p.
Podemos resolverlo de dos formas:
x=a-A4
1. Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta r, r:{y=—44 AeR
z=p1
Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuacion del plano
(x—-A)+2.(-4A)+3BA=6, (laincignitaes 1)
a—-A-8A+3pA=6
a-91 +3pBA=6
a+ (3B -91=6
3p-9=0 — 36=9 — =3
3L-9A=6-a — p P P
6-a=0 — a=6

Si B#3, 3B -9 #0 ypor tanto la ecuacion tiene como solucion A= _,3— luego r 'y m se
cortan en un punto.
Si B=3, la ecuacion queda 0. A=6-a — 0=6-«

si a#6 — 0= (6- ) #0, la ecuacion no tiene solucion, r y 7z son paralelos.

si a=6 — 0=0, laecuacion tiene infinitas soluciones, r estd contenida en 7t

2. Escribimos la recta r como interseccion de dos planos,

Ta_ ) ﬂ:l%4x—40(:y%4x—y:40!
% {

dx-y=4x
By+4z=0

xX—-a _ 'y _z -1 -4 1 4

-1 -4 IB %:% RN ﬁy=—4z - ﬁy+4Z:0

Estudiamos la posicion relativa de r y 7 estudiando el sistema formado por sus ecuaciones,

x+2y+3z=6 1 2 3, 6
|

4dx—y =4da — A'=|4 -1 0!4a

By+4z=0 0 B 4! 0

Estudiamos la posicion relativa de r y 7 estudiando el sistema formado por sus ecuaciones,
A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.

A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A’ es 3.

Empezamos estudiando el rango de A

1 2 3
Al=l4 -1 0|=—4+128-32=12-36
0 p 4

128-36=0 — 128=36 — f=3
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Si f#3, ran(A) = 3 = ran(A’°) = n’de incdgnitas —> sistema compatible determinado
— r y & secortan en un punto.

Si =3,
1 2 3, 6
La matriz ampliada del sistema serd: A'=|4 -1 0 i 4o | ysabemos que /A / = 0.
0 341 0
Calculemos el rango de A, como 2 =—1-8=-9#0 — ran(A)=2
Rango de A’
1 2 6
Falta estudiar el menor 4 —1 4al=-3 ‘4]‘ p a‘ =-3{ a-24)
0o 3 0

-34a-24)=0 - 4a-24=0 — 4a=24 — a=6
si. a#6 — ran(A’) =3 #2 = ran(A), sistema incompatible, r y 7 son paralelos.

si =6 — ran(A°) =ran(A) =2 < n°incognitas, sistema compatible indeterminado, r estd
contenida en 7.

De ambas formas el resultado obtenido es:
Si f#3, ry m secortan en un punto.
Si f=3 y a#6 ry m son paralelos.
Si =3 y a@=6 r estd contenidaen

b) Segiin lo estudiado anteriormente para a=6 y [ =3, larecta r estd contenida en el plano T,
luego d(r, m)=0.

¢) ;Plano 0?/(0,00) e 6 y tno=£

El plano o  que no corta al plano 7w  debe ser paralelo a él, por tanto la ecuacion de
oserd: x+2y+3z=D

Como el punto (0,00) e c —- 0+2.0+3.0=D — D=0

Y, la ecuacion del plano pedido es: x+2y+3z=0.

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com



Matematicas II Julio 2019

PROBLEMA B.3. un proyectil estd unido al punto (0, 2) por una cuerda eléstica y tensa. El
proyectil recorre la curva y = 4— x> de extremos (-2, 0)y (2, 0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La funcién de la variable x que expresa la distancia entre un punto cualquiera (x, 4 — x°)

delacurva y=4- X’ y el punto (0, 2). (2 puntos)

b) Los puntos de la curva y = 4 — x° a mayor distancia absoluta del punto (0, 2)
para— 2 <x <2. (2 puntos)

c¢) Los puntos de la curva y = 4 — x° a menor distancia absoluta del punto (0, 2)
para—2 <x <2. (2 puntos)

d) El drea de la superficie por la que se ha movido la cuerda eldstica, es decir, el area
comprendida entre las curvas y=4-x" e y=2- /x/ cuando — 2 <x <2.
(4 puntos)

Solucion:

La representacion grdfica del problema es:
y=4-x" esuna pardbola, calculemos puntos de corte con ejes coordenados y vértice,
x=0, y=4 (0,4)

(=2,0)

=0, 4—-x"=0, 4=x>, x=HJ4=%2
g <(2,0)
Veértice x=—2=_9 _y 0.4)

2a 2(=1)

@) d((0,2),(x,4-2*) )= (=07 +(t—x*—2] =P +2—2] =V 1442 1 =x' — 32 +4
La funcion pedida es  f(x)=vx*-3x"+4 —-2<x<2

b) Debemos buscar el mdximo absoluto de la funcion anterior.

f(x)=Ax*-3x"+4 -2<x<2

Teniendo en cuenta que en el cdlculo inicial de f(x) el radicando es la suma de dos términos al cuadrado,
este radicando es siempre positivo.
Para encontrar el mdximo absoluto de f(x) necesitamos obtener sus extremos relativos.

Considerando que si  h(x)=+g(x) siendo g(x)>0  entonces como Hh'(x) =&, entonces el
24/8(x)

signo de h'(x) coincide con el signo de g’(x). Es decir, para calcular los extremos relativos de h(x) basta
con obtener los de g(x)
Luego, los extremos relativos de f(x) sonlode y =x" -3 x* +4. Calculémoslos,

y=x"-3x"+4, y =4x’ —6x
x=0
4x’ —6x=0, x(4x2—6)=0 6 6
4x°-6=0, 4x’ =6, xzzz, x=1% Zzi—zi‘]’2247

Estudiemos el signo de y” en los siguientes intervalos



|

N

\

o

S
N Six

NoX

x Yy =4x—6x
—I'5|4(=I'5)° -6 (-I'5)=—45

-1 |4(=D’-6((-D=2 +
1 4-P'-6-1=-2 —
I5 |4.15-6-15=45 +

X

Luego, _\ /r 5 _\ /+/
—iD V6

'\)‘
S§
S S
NoX

El mdximo relativo de y estd en x = 0, por tanto el mdximo relativo de f(x) estd en x =0. Pero como f{(x)

estd definida en un intervalo debemos obtener el valor de f(x) en los extremos para determinar el mdximo
absoluto,

X |f(x)=\/x4—3x2+4

—2 [ J(=2)* —3(=2)* +4 =/8 = 28284
0 |NO'—3-0°+4=+4=2

2 | V2P =322 +4=+/8=28284

El madximo absoluto de f(x) se alcanza en x=—-2y x=2.

Por lo que, los puntos de la curva a mayor distancia absoluta del punto (0, 2 ) son los puntos (-2, 0)
y (2, 0) {paralos valores de x obtenidos, los puntos los calculamos en el apartado a)).

c) Obtengamos el minimo absoluto de f(x).

. . .. . . 6
De lo estudiado en el apartado anterior sabemos que los minimos relativos estdn en x = iT. Como a la

izquierda de ellos la funcion es decreciente y a la derecha creciente, el minimo absoluto serd alguno de
ellos. Calculemos f(x) para estos valores de x,

X f(x)=x"=3x" +4
I EEp:

2 2 2

s
2 2 2 2

El minimo absoluto se alcanza en los dos valores.

Calculemos los puntos de la curva correspondientes,

6 |, (V6 s
2 |2 2
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Finalmente, los puntos de la curva 'y = 4 — x> a menor distancia absoluta del punto

-6 5 V6 s
2 2] Y202

d) Representemos la superficie de la que debemos calcular su drea. {sabemos que — 2 <x <2}
y=4—-x" larepresentamos en el apartado a)

x|2-x x| 2+x
2—-x, x>0
y=2-|x= 0| 2 0| 2
24+x, x<0
2| 0 -2 0

La representacion es,

Esta figura es simétrica respecto del eje OY ya que,
gx)=4-x

g(—x)=4—(-x)’ =4-x - g =g(x

h(x)=2—|A

Wen=2-fo=2-y = "I

Calculamos:

Ij((4—x2)—(2—x) )dx=j02(4—x2—2+x )dx:E(2—x2+x )dx:{zx_%+%} —

0

3 2 3 2

= 22_2_+2_ — 20_0_+0_ :&
3 2 3 2 3

Y A =2-%:2—30u.a.

El drea de la superficie pedida es 20 u.a.

En caso de no observar la simetria de la figura, el cdlculo seria,

A=l (-2)-c-n)ax y a=[(lt-x)-2-» )i

Y Ag=A; + Ay
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