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' PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA

] UNIVERSIDAD MATEMATICAS II
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS

CURSO 2020-2021

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 blogues (A y B) de 4 ejercicios
cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que
pertenezcan. En caso de responder a méas de cuatro ejercicios, se corregiran los cuatro
que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la
obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar
la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Sea la funcién continua f : R——R definida por

In(e*+x*

(—) si x<0
X

f(x)=14x*+a si 0<x<1

b+sen(zx) si 1<x
(In denota la funcién logaritmo neperiano). Determina a 'y b.

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

e -1

e +1

a) Estudiay halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

Sea f:R——R definidapor f(x)=

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
7l2 2 2
Calcula IO (25en (x)-cos (x))dx

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera las funciones f,g:R——>R definidas por f(x)= |x| -2 yporg (x) =4-x*.

a) Halla los puntos de corte de las gréficas de ambas funciones y esboza el recinto que delimitan.
(1 punto)

b) Determina el area del recinto anterior. (1.5 puntos)
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

2 0 2
Considera la matriz A=| -1 2 1
0 1 4

a) Estudia, segun los valores de A, el rango de la matriz A— Al , siendo | la matriz identidad de
orden tres. (1.75 puntos)

X 0
b) Resuelve el sistema (A—1)| y |=| 0| y halla, si existe, una solucién en la que x = 2.
z 0
(0.75 puntos)
EJERCICIO 6 (2.5 puntos)
1 1
. . 1 -10
Considera las matrices A= A A yB=|{0 2
m -1

a) Calcula m para que AB no tenga inversa. (1 punto)
b) Estudia el rango de la matriz BA segun los valores de m. (1.5 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X=2+31
2Xx-y—-2=0
r=<y=-1+24 y S=
y+2z-4=0
z2=3+41

a) Halla el plano que contiene a ry es paralelo a s. (1.5 puntos)
b) Deduce razonadamente que ningun plano perpendicular a s contiene a r. (1 punto).

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los puntos A(1,2,3), B(-2,4,-3) y C(-10,1,0).
a) Halla el area del triangulo de vértices A, By C. (1.25 puntos)
b) Halla el plano que equidista de A y B. (1.25 puntos)
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SOLUCIONES

BLOQUE A
EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Sea la funcién continua f :R——R definida por

In(e*+x*

M si x<0
X

f(x)=14x*+a si 0<x<1

b+sen(zx) si 1<x

(In denota la funcion logaritmo neperiano). Determina a y b.

La funcion debe ser continua en x = 0.
Calculamos los limites laterales.

In(e*+x*) In(e°+0°) o X » \ 8
=5" Indeter min acion(L"Hopital) =

lim f(x)=lim = =
x—0" x—0" X O
e* +3x°
e e 43x® e+3.0° 1
= lim=—=—2—=lim —=————=C=
x=>0" x>0 e 4+ X e +0 1

lim f(x)=lim4x*+a=4-0°+a=a

x—0" x—0"

Obligamos a que sea continua en x = 0.

lim f(x)=1
x—0"

lim f(x)=a

x—0 = a:1
f(0)=a

lim £ (x) = lim f(x) = f (0)

x—0" x—0"

La funcion debe ser continua en x = 1.

lim f(x)=lim4x*+a=4-1"+a=4+a

x—1" x—1"

lim f (x) = limb+sen(zx)=b+sen(z)=b
X—1+ x—1" =|4+a=>Db
f(l)=4+a

lim £ () = lim () = f (1)

Comoa=1lentonces4+1=b—->b=>5.

Los valores buscadossona=1y b =5.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

e -1

e +1°

a) Estudiay halla las asintotas de la gréafica de f. (1.25 puntos)

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

Sea f:R——R definidapor f(x)=

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales, pues el denominador no se anula
nunca.

e +1=0=¢" =—1=jImposible!, la funcidn exponencial siempre es positiva.

Asintota vertical. x=a.
No existen, pues el dominioes R .

Asintota horizontal. y=b
Estudiamos la situacién cuando x = +oo.
e2x _1 e+oo —l B 0

lim f(x): lim = =— = Indeter minacion (L"Hopital) =
X—>+0 X—>+00 e2x +1 e™+1 o
e2x
= lim =liml=|1
X—>+00 Zezx X—>+00

Estudiamos la situacion cuando x = —oo.

2X —o0
lim f(x)=lim & _—2-& ~1_01_m

x>0 o041l e+l 041

La asintota horizontal cuando x = +o es larecta y =1.
La asintota horizontal cuando x 2 —o es larecta y =-1.

Asintota oblicua. y=mx+n
Al tener asintotas horizontales no tiene asintota oblicua.

b) Hallamos la derivada de la funcién y estudiamos su variacion de signo.

2e2X (eZX +1)_262X (eZX _1) ~ Ze4x n 2e2x _2e4x n 262x ~ 4e2x

(e2X +1)2 (e2X +1)2 (e2x +1)2

f7(x)=

La derivada es siempre positiva, pues el numerador es una funcion exponencial (4e) y el
denominador esta elevado al cuadrado y ademas la expresién (e2X +1) es siempre positiva.

La funcion es creciente en todo R
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Calcula I:IZ(Zsenz(x)—cosz(x))dx

Calculamos primero la integral indefinida.
I(ZSenz (x)-cos? (x))dx = I(ZSenz () —(1— sen’ (x)))dx =
= I 2sen®(x)—1+sen?(x)dx = _[3sen2 (x)—1dx = '[Ssenz (x)dx— jldx =

—3jsen dx X=..

Integracion por partes
jsen2 (x)dx = Jsen(x)sen(x)dx =<u=sen(x)— du=cos(x)dx =
dv=sen(x)dx »>v = Isen x)dx = —cos(x)
= sen(x)(—cos(x)) —I(—cos(x))cos(x)dx = —sen(x)cos( Icos X)dx =
:—sen(x)cos(x)+j1—sen2(x)dx:—sen( )cos(x) jldx jsen x)dx =
:—sen(x)cos(x)+x—jsenz(x)dx
Isen x)dx = —sen(x)cos(x)+ x—_|.sen2 (x)dx = 2J'sen2 (x)dx =—sen(x)cos(x)+x=
x—sen(>2<)cos(x)

:jsenz(x)dx:

_3x—sen(x)cos(x) X_3x—3sen(x)cos(x)—2x_ x—35en(x)cos(x)+K
T 2 v 2 - 2

Usamos este resultado para determinar el valor de la integral definida pedida.

L”’Z(ZSenz<x>—cos2<x>)dx{X‘?’SG”(;)C"S(X)}””:

0

_ 7z/2—35en(7r/2)cos(7z/2)}_[0—33en(0)cos(0)}

z
2 2 4
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera las funciones f,g:R——R definidas por f(x)=|x|-2 y por g(x)=4-x".

a) Halla los puntos de corte de las gréaficas de ambas funciones y esboza el recinto que delimitan.
(1 punto)

b) Determina el area del recinto anterior. (1.5 puntos)

—X—2 si x<0

a) Lafuncion f(x)=|x|—2 esuna funcion definida a trozos: f(x)= _ :
X—2 si x>0

Buscamos los puntos de corte.

. 14,/(-1)" + 24
—X—-2=4-X">X"-X-6=0—>Xx= i =
1+5
_1s5_| 5 3E 00
2 |1-5
00 = —x—2 si x<0 T:_ze(_oo’o)
Cx-2 si x>0l=1o

X)=4-x B -
9% X—2=4-x2 > X+ X—6=0— x= iV +24 “;Jr24=
-1+5
_1a5 |5 —2€[04)
- #2—3%[0,—%00)

Los puntos de corte de ambas graficas se producenen x =-2yen x = 2.

Para dibujar sus graficas hacemos una tabla de valores de cada una. Sabemos que una es una
funcién a trozos (dos trozos de recta que cambia en x = 0) y la otra es una parabola.

-X—2 si x<0 )
f(x):{x—z si x=0 9(x)=4-x
x| f(x) x [9(x)
20l 0 2| 0
-1 -1 -1| 3
—2 4
-1 3
0 0
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Region 2

-x—-2 six<0
2 () =
= {_\'—2 si x20

3 {

!

b) El recinto que limitan las dos graficas tiene dos partes diferenciadas.
La region 2 situada por debajo del eje de abscisas (de color gris) es un triangulo de base 4 y

altura 2, por lo que:
Area de la region 2 = % =4 U

La regién 1 es la limitada entre la grafica de la funcion g (x) =4—x* y el eje de abscisas.
Calculamos su area con una integral definida de la funcién entre -2y 2.
3 7? 3 o)
ax-X| Z|a2-2 |- 4(—2)——( )|
3 1, 3

Area de la regién1=j'_224—x2dx={ .

_g-8,g-8_[32,
3 3 [3

El &rea de la regién limitada por las dos graficas es la suma de las dos areas obtenidas

Area total = 4+g = % ~14.67 u?

tuprofealrescate.com
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

2 0 2
Considera la matriz A=| -1 2 1
0 1 4

a) Estudia, segun los valores de A, el rango de la matriz A— Al , siendo | la matriz identidad de
orden tres. (1.75 puntos)
0

X

b) Resuelve el sistema (A—1 ) y |=| 0| y halla, si existe, una solucién en la que x = 2.
z 0

(0.75 puntos)

a) Determinamos la expresion de A— Al

2 0 2 1 00 2-4 0
A-Al=-1 2 1|-24/0 1 0|=| -1 2-2
0 1 4 0 01 0 1 4-2

Hallamos su determinante y averiguamos cuando se anula.

2-2 0
A-al=| -1 2-2 1 |=(2-2)(4-2)-2-2+A=
0 1 4-2

=(4+2°-42)(4-2)-4+ 1 =16+41" -161-41-1° +44* -4+ A
|A—A1|=-2°+82° 191 +12
|A-Al|=0=-2°+84*-191+12=0=

-1 8 -19 12
1 -1 7 -12

-1 7 -12 [0 »[z=1esraiz=

= -2°+84*-194+12=(A-1)(-A*+71-12) =

—7+1
- —r+1

A2 4TA-12=0= A= _H\/? —4(D(12) Il
-2 -2 szl: )

3=41

Estudiamos cuatro casos diferentes.

CASO1. A#L A#3y A#4
En este caso el determinante de A— Al es no nulo y su rango es 3.
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CASO 2. 1=1
En este caso el determinante de A— Al = A—1 esnuloy surango no es 3.
1 0 2
La matrizqueda A—1={-1 1 1|.
0 1 3

La matriz tiene un menor de orden 2 con determinante no nulo, que resulta de quitar la

1
filay columna 12 > A

1
3‘:3—1=2;«&O. El rangode A—1 es2.

CASO3. 1=3
En este caso el determinante de A— Al = A—3l esnuloy su rango no es 3.
-1 0 2
La matrizqueda A-3l={ -1 -1 1].
0 1 1

La matriz tiene un menor de orden 2 con determinante no nulo, que resulta de quitar la

filay columna 12 >

-1
1 j=—1—1=—2¢0. El rango de A—3l es 2.

CASO 4. 1=4
En este caso el determinante de A— Al es nuloy su rango no es 3.
-2 0 2
La matriz queda A—41=| -1 -2 1].
0O 1 0

La matriz tiene un menor de orden 2 con determinante no nulo, que resulta de quitar la

1
filay columna 12 > 3 =0-1=-1+0.Elrangode A—4l es2.

Resumiendo: Si A #1 A3y A=#4elrangode A—Al es3.Si A=1, A=30 A=4¢l
rango de A— Al es 2.

b) Hallamos la expresion del sistema y lo resolvemos.

X 0 1 0 2)\x 0 X+22=0
(A-1)|y|=|0|=|-1 1 1||y|=|0|=>-x+y+z=0;=
z 0 0 1 3)\z 0 y+3z=0

X=-22

22+y+z:0} y+3z=0
=>-X+y+z=0;= =

y+3z=0 y+3z=0

}:y+3z=0:>

y+3z=0

Lasolucibnesx =-2t,y=-3t,z=t; teR.
¢Existe una solucion en la que x = 2?

x:—Zt}:t:_lj{y:—S(—l):3
X=2 z

Il
|
[EEN

Si existe. La solucionesx=2;y=3;z=-1.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 1

1 -10
Considera las matrices A= yB=0 2
1 m 1 m -1

a) Calcula m para que AB no tenga inversa. (1 punto)
b) Estudia el rango de la matriz BA segun los valores de m. (1.5 puntos)

a) Para que AB no tenga inversa el determinante debe ser nulo.

1 1
1 -1 0 1 1-2 1 -1
AB = 0 2 |= =
1 m 1 1 1+m 1+2m-1 1+m 2m

m

|AB| =

1+m

-1
‘:2m+1+m:3m+1
2m

|AB|=0=3m+1=0= m=%1

La matriz AB no tiene inversa cuando m = %1

b) Calculamos la expresion de BA.

1 1 w. 141 -1+m 1 2 m-1 1

BA=|0 2 = 2 2m 2 |=| 2 2m 2
1 m 1

m m-1 -m-m -1 m-1 -2m -1

Vemos cuando se anula el determinante.

2 m-1 1
BA=| 2 2m 2|=—4M +2(m-1)"— 4M —2m*+2m+2m -2+ 8rfi =
m-1 -2m -

=2(m? +1-2m)-2m” + 4m-2 = 2m” + X - A - 217" + %~ X =0
El determinante de AB es nulo, independientemente del valor de m.

Si tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 32 y la columna 22 nos queda un

menor con determinante no nulo =

1
‘=4—2=2¢0.
2

El rango de BA es 2, independientemente del valor de m.
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera las rectas

X=2+34
r=yy=-1+24 y SE{
z2=3+41

a) Halla el plano que contiene a r y es paralelo a s. (1.5 puntos)
b) Deduce razonadamente que ningun plano perpendicular a s contiene a r. (1 punto).

2X—-y—-2=0
y+2z-4=0

a) El plano  que contiene ar y es paralelo a s tiene como vectores directores los vectores
directores de larecta r y s. Y pasa por un punto cualquiera de la recta r.
Hallamos primero un punto y un vector director de cada recta.

r=qy=-1+21=|r=
z2=3+4 P (2-13)

SE{ Xy :{ Xy =>2X+27-4-2=0=2x+27-6=0=

y+2z-4=0 y=-22+4

X=3-t —
v, =(-1,-21)
=>X+2-3=0=x=3-2=>s=y=4-2t=|s

Qs(3’4’o)

z=t1

Hallamos la ecuacion del plano m pedido.

u=u,=(321) x—2 y+1 z-3
v=v,=(-1-21)t=z=3 2 1|=0=
P(2-13)exr -1 2 1

= 2X-4-y-1-62+18+22-6-3y-3+2Xx-4=0=>

= 4x-4y-47=0=|r=x-y-2=0

La ecuacion del plano que contienearyesparaleloases r=x—y—-z=0.

b) Un plano m” perpendicular a la recta s tiene como vector normal el vector director de la recta
S.

=V, =(-1-21)=[7=—x-2y+z+D=0

S5

S

=

v =(-L-2)
{QS (3,4,0)

Hallamos los puntos de corte de este plano y la recta r. Buscamos el nimero de soluciones,
que indicaran si la recta esta contenida o no en el plano.
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Xx=2+31
r=.y=-1+21

z2=3+41
7=-x-2y+z+D=0

= -2-31+2-41+3+1+D=0=>-614=-D-3=

D+3 D+7
X=2+ =
2 2
D+3 D+3 D D+7 D D+21
=> A= = y=-1+ =— =|P —,
6 3 3 2 3 6
D+3 D+21
7=3+ = 6

El plano " y la recta r solo coinciden en un punto P, por lo que dicho plano nunca contiene
a la recta.

OTRA FORMA DE HACERLO

b) Usando el vector director de la recta r y el vector normal del plano perpendicular a la recta s
que es el vector director de la recta s.
Si los vectores de estas dos rectas son perpendiculares habra un plano perpendicular a s que
puede contener a la recta r. De no ser asi no existe dicho plano.

5 -(3:2)

=u, v, =(3,21)(-1-21)=-3-4+1=-6=0
v, =(-1,-21)

Al ser el producto escalar no nulo las rectas no son perpendiculares y la situacion planteada
no es posible.
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Considera los puntos A(1,2,3), B(-2,4,-3) y C(-10,1,0).

a) Halla el &rea del tridngulo de vértices A, By C. (1.25 puntos)
b) Halla el plano que equidista de A y B. (1.25 puntos)

a) El area del triangulo de vértices A, By C es la mitad del producto vectorial de AB y AC .

s ik
AC =(-10,1,0)-(12,3)=(-11,-1-3)] . __

AC=( )=(1.2.8)=( | ACAB- 1 13-
AB =(-2,4,-3)-(1,2,3)=(-3,2,-6) 2 0 g

=6i+9j—22k —3k —66 j +6i =12i —57 j — 25k =(12,-57,-25)

ACxAB|  J12* +(-57)"+(-25)" [74B2

Area ABC = > =31.69 u?
El area del triangulo de vértices A, B'y C vale 7\/28_2 =31.69 u?
c) Buscamos la ecuacion del plano = del dibujo.
A
I
|
A
l 0
M
|
|
I
|
|
+B

Hallamos el punto M que pertenecera al plano © y que es el punto medio del segmento AB.
-2,4,-3)+(1,2,3
M = )+ ):(_1,3,(,)

2

El vector normal del plano es el vector AB . Hallamos la ecuacién del plano .

n=AB=(-32-6)] 7=-3x+2y-6z+D=0

1 = 1 = -3 - +2:3-6:0+D=0=>
M z(—E,S,Ojeﬂ M = —5,3,0 en 2

:§+6+D:0: D:—6—2:—%:zs—3x+2y—6z—%=03

=|r=-6x+4y-122-15=0

La ecuacion del plano buscado es 7 =—-6x+4y—-12z-15=0.
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