PAU Andalucia - Matematicas Il

Septiembre de 2017 - Convocatoria extraordinaria

El examen propone dos opciones y se debe elegir una. Para repasar todos los contenidos, desarrollamos los cuatro ejercicios de ambas opciones.

Opcion A - Ejercicio 1

Sean z e y la anchura y la altura, en centimetros, de la zona impresa. La condiciéon de superficie impresa fija
xy = 100, asi que y = 100/z, con « > 0. La tarjeta afnade 5 cm a cada lado, 2 cm en el margen superior y 3
cm en el inferior. Por tanto, sus dimensiones son z + 10 e y + 5, y el papel utilizado tiene area

100 1000
S(z) = (x +10)(y + 5) = (x + 10) (:v+5) = 150—1—53:—&—7,
Para minimizar la cantidad de papel, derivamos y buscamos los puntos criticos:

1000
- =

S'(z)=5 0 = 22=200 = z=10V2,

donde descartamos la raiz negativa porque una longitud debe ser positiva. Ademas, S”(x) = 2000/z% > 0
para z > 0, por lo que este punto es un minimo. La altura impresa y las dimensiones de la tarjeta son

100
V=105 5V2, anchura = 10 4+ 10v/2 cm, altura = 5+ 5v/2 cm.

Opcidn A - Ejercicio 2

Integramos dos veces f”(x) = ze®. En la primera integracion usamos partes, pues el integrando es un
producto de un polinomio y una exponencial:

fi(z) = /zez dz = (z — 1)e” 4+ Cy.
Volvemos a integrar:
(o) = /((x —1)e* + Cy) dz = (z — 2)e” + Crz + Co.
La grafica pasa por el origen, es decir, f(0) = 0. Asi,
240, =0 = Cy=2.
Que haya un extremo relativo en z = 1 exige f’(1) = 0:
1-1le+Ci=0 = CCy=0.

Por tanto, la funcion es

| f(2) = (x = 2)e” +2],

Comprobamos la naturaleza del extremo: f”(1) = e > 0, asi que en = = 1 hay un minimo relativo, cuyo valor
es f(l)=2—e.

Opcion A - Ejercicio 3

Escribimos la matriz ampliada y calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

11 1 1
A=[2 0 3 |, A =]|2
1 3 m—2 1

1 m
3 2m+1 |,
m—-2| m—1

w O =

det A =1(0(m —2) —9) — 1(2(m — 2) — 3) + 1(6) = 4 — 2m = 2(2 — m).

Sim # 2, el determinante es distinto de cero; por ello rg(A4) = 3, y Rouché-Frobenius garantiza un sistema
compatible determinado.

Para m = 2, el determinante se anula. El menor
1 1
’2 0‘ =270
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muestra que rg(A4) > 2; como det A = 0, resulta rg(A4) = 2. Ademas, en la matriz ampliada la tercera fila es
3F — Fy:

3(1,1,12) — (2,0,3]5) = (1,3,0] 1),
de modo que rg(A*) = 2. Los rangos coinciden y son menores que el nimero de incognitas, asi que para
m = 2 el sistema es compatible indeterminado. No aparece ningun caso incompatible.
b) Para m = 2, imponemos ademas > = 17. La segunda ecuaciéon da 2x + 3z = 5, luego = = —23. La tercera,
z+ 3y =1, day =8 Comprobamos en la primera:

—23+8417=2.

Una solucion solicitada es ’ (z,y,2) = (—23, 8, 17) ‘

Opcion A - Ejercicio 4

Como A, B,C, D son vértices consecutivos, los lados adyacentes desde B son AD y BC:
AB=B - A=(2,2,2)— (1,1,1) = (1,1,1),
BC=C—-B=(1,33)— (2,22 = (-1,1,1).
a) El area del paralelogramo es el médulo del producto vectorial de dos lados adyacentes:
ABx BC = (0,-2,2), | A= 07+ (-2)2+22 = 22|
b) El producto vectorial anterior es normal al plano. Usamos su version proporcional 77 = (0, —1,1) y el punto

A:
Oe—1)-(y-1)+(-1)=0 = [y—z=0]

c) Las diagonales de un paralelogramo se bisecan, por lo que A + C = B + D. Despejando D:

D:A+0_B:(17171)+(1a3a3)_(2a252): (Oa2a2) 3

Opcidn B - Ejercicio 1

La funcion f(z) = (e* + e~ *)/2 es suma de exponenciales, por lo que su dominio es R. Su derivada permite

estudiar el crecimiento:
, er — e
fla) = —=—.
Sixz < 0, entonces e® < e *y f'(z) < 0; siz > 0, entonces e* > ey f'(z) > 0. Por tanto, f decrece en

(—o00,0) y crece en (0,00). La derivada cambia de negativa a positiva en = = 0, asi que hay un minimo:

‘f(()) =1, minimo relativo en (0,1). ‘

La pendiente de la tangente en z = 0 es f/(0) = 0, de modo que la tangente es horizontal. La normal es
perpendicular a ella y pasa por (0, f(0)) = (0, 1); por tanto,

=0l

Opcion B - Ejercicio 2

Las curvas y = x e y = 1/22 se cortan en el primer cuadrante cuando

1
T =

== = =1 = r=1, y=1.
T

El recinto cerrado junto con el eje OX y larectaz = 3 quedabajoy =z entrex =0y z =1,y bajoy = 1/a3
entrex =1y x = 3.
a) El esbozo representa esa frontera y senala el cambio de curva superior en (1,1):
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b) Como el area es la integral de la frontera superior menos el eje OX, la separamos donde cambia esa

frontera: ) , ) s
1 22 1 1 4 17
- d 7d = —_— _— = - —_ = — |
A /Ox‘r+/1 i [z]f{zﬁk 579718

c) Si sustituimos 1/z3 por 1/z, la frontera del primer tramo sigue siendo y = x, pues para0 <z < 1, 1/z > x.
Eneltramo 1 < x < 3, se cumple 1/x > 1/23; por ello el nuevo recinto tiene mas area:

1 3

1 1 17

Anueva:/ xdx+/ —dr==-+1In3> —
0 1

x 2 18"

Opcidn B - Ejercicio 3

k 0 k
A=1k+1 k 0
0 k+1 k+1

a) El rango es tres cuando el determinante es distinto de cero. Calculamos:
detA=k*(k+ 1)+ k(k+1)? = k(k + 1)(2k + 1).

Asi, rg(4) =3 sik ¢ {0,—1,—1/2}. Para los tres valores que anulan el determinante, un menor de orden dos
permite comprobar que el rango no baja a uno:

k | menor no nulo | valor
1 0
ol B[
-1 0
-1 ‘ 0 _1’ 1
1
1 -3 0 1
2 1 pee 11 4
2 2

En cada caso rg(A) > 2, y como el determinante es cero, rg(4) = 2. En conclusion,

]38, k¢ {o,-1,—1},
rg(A)_{z, ke {0,—1,-3}.

b) Para k£ = 1, la matriz A es invertible y det A = 6. Usamos que el determinante de un producto es el
producto de los determinantes, que det(A?) = det 4, y que det(A~!) = 1/det A. Si M = A*A~!, entonces

det M = det(A")det(A™') =6- % =1, det(M?°17) = (det M)?07 = 1.

Como M?°'7 es de orden 3, multiplicar toda la matriz por 2 multiplica su determinante por 23:

det(2(A"A7H)1T) =8|,

Opcion B - Ejercicio 4

La recta r, interseccion de z — 2y = -5y z = 2, se escribe en forma paramétrica tomando y = ¢:

r = —b+ 2t,
T y=t, teR.
z =2,

Pasa por Q = (—5,0,2) y tiene vector director v = (2,1, 0).

a) Para formar un plano que contengaarya P = (0,1,1), afhadimos el vector cﬁ% =P-@Q=(51,-1). El
producto vectorial de estos vectores es normal al plano:

7=7x QP =(2,1,0)x (5,1, ~1) = (-1,2, -3).

Usando el punto Q:

—(z+5)+2y—-3(z-2)=0 = ‘x72y+3271:0‘.
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b) Proyectamos P ortogonalmente sobre r. Si H = Q + tv, la condicion (P — H) - v =0 da

(P-@Q)-v (51,-1)-(2,1,0) 11

t= - _
v-U 22 +12 5
Por tanto,
11 3 11
H = —Uv=|-=,—,2].
@+ 50 ( 55 )

El punto simétrico P’ cumple que H es el punto medio de PP’:

6 22 6 17
Pr=2H-P=(-2,—4)-0,1,1)=|(-=,—.3] |
(5)5)) (77) (5)57)
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