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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA
UNIVERSIDAD

CURSO 2017-2018

MATEMATICAS II

Instrucciones: @) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes
a la obtencién de resultados deben estar suficientemente justificados.

d) En la puntuacion méaxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar
la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opcién A

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Considera la funciéon f :R——R definida por
ax’+bx+c si x<0
f(X)=1e*—e*-2x
X — Senx

Determina a, b y ¢ sabiendo que f es continua, alcanza un maximo relativo en x = -1y la recta
tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = -2 tiene pendiente 2.

si x>0

Ejercicio 2.- [2.5 puntos] Considera la funcion f definida por f (x) = axln(x)—bx para x>0

(In denota la funcién logaritmo neperiano). Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo
relativoen x =1y que

jf(x)dx=8|n(2)—9.

Ejercicio 3.- Considera las siguientes matrices

0 0 1 a b c
A=/0 -1 0| v B=/0 1 0].
1 0 O -1 00
a) [0,75 puntos] Determina, si existen, los valores de a, b y ¢ para los que las matrices Ay B

conmutan.
b) [1 punto] Calcula A%, A3, A2017 y A2018
c) [0,75 puntos] Calcula, si existe, la matriz inversa de A.

Ejercicio 4.- Considera las rectas
r=X+l_X_Z+1 . 2x—-3y=-5
2 1 3 S ly-2z=41

a) [1 punto] Estudia y determina la posicién relativa de r y s.
b) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre r y s.
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PRUEBA DE ACCESO Y ADMISION A LA
UNIVERSIDAD

CURSO 2017-2018

MATEMATICAS II

Instrucciones: @) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

c) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes
a la obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

d) En la puntuacion méaxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar
la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

Opcion B

Ejercicio 1.- Considera la funcion f definida por f(x)=aln(x)+bx*+x para x>0, donde In

denota logaritmo neperiano.
a) [1,5 puntos] Halla a 'y b sabiendo que f tiene extremos relativosen x =1yen x = 2.
b) [1 punto] ¢Qué tipo de extremos tienefenx =1yenx = 2?

Ejercicio 2.- Considera la funcion f :R——R definida por f(x)=e>*.
a) [0,75 puntos] Determina el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es y = —2ex.
b) [0,5 puntos] Esboza el recinto limitado por la grafica de f, la recta y =—2ex y el eje de

ordenadas.
c) [1,25 puntos] Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
X+y+mz=m?
y- z=m,
X+my+z=m

a) [1,5 puntos] Discute el sistema segun los valores del parametro m.
b) [1 punto] Resuélvelo para m = 1. Para dicho valor de m, calcula, si es posible, una solucion
enlaquez=2.

Ejercicio 4.- Considera las rectas
x-1 y+1 X+nz=-2
_— = =7 y S= .
2 m y—-z=-3
a) [1,5 puntos] Halla los valores de m y n para que r y s se cortan perpendicularmente.
b) [1 punto] Param = 3y n =1, calcula la ecuacion general del plano que contieneary as.

r =
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SOLUCIONES

Opcion A

Ejercicio 1.- [2.5 puntos] Considera la funciéon f :R——R definida por
ax’+bx+c si x<0
f(X)=1e*—e*-2x
X — Senx

Determina a, b y ¢ sabiendo que f es continua, alcanza un maximo relativo en x = -1y la recta
tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = -2 tiene pendiente 2.

si x>0

Para que la funcion sea continua debe serlo en x = 0 y para ello deben coincidir los limites laterales.

Limite por la izquierda (x < 0)
lim f(x) = limax® +bx+c=c

x—0" x—0"

Limite por la derecha (x > 0)

lim f(x) = lim &8 =2X_ 17170 0\ eterminacion(L Hopital) =
x>0 x=>0" X —Senx 0O-sen0 O

_jim & =2 _1xl=2 O Indeterminacion(LHdpital) =
x-0" 1-cosx 1-cosO O

_im &= 11 0 Indeterminacién(LHopital) =
-0°0+senx 0 O

Sim & Mo,
x-0"  COS X 1

Como lim f(x) = lim f(x) =[c=2]
x—0~ x—0"

Si tiene un maximo relativo en x = -1 la derivada debe de anularse en ese punto.
f(x)=ax’ +bx+c si x<0= f(x)=2ax+b

f'(-1)=2a(-1)+b=-2a+b
x:—l:{ D) (-1~ i :>—2a+b:0:>

f(-))=0

Si la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = -2 tiene pendiente 2 significa que la
derivada en x = -2 vale 2.
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f(x)=ax’*+bx+c si x<0= f’(X)=2ax+b

— 4a+b-2=[b=4a12]

f’(-2)=2a(-2)+b=-4a+b

X=-2=
f'(-2)=2

Juntamos las dos ecuaciones y hallamos los valoresde a 'y b.

b=2a
=2a=4a+2=>-2a=2= aziz—lj b=2(-1)=-2
b=4a+2

—2

Los valores obtenidossona=-1,b=-2yc=2.
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Ejercicio 2.- [2.5 puntos] Considera la funcion f definida por f(x) =axIn(x)—bx para x>0

(In denota la funcion logaritmo neperiano). Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo
relativoen x = 1y que

if(x)dx:SIn(Z)—

Si la funcion tiene un extremo relativo en x = 1 significa que su derivada se anula en dicho valor.

f(x)=axIn(x)-bx para x>0= f ’(x):aln(x)+ax-l—b=aln(x)+a—b
X

f'@=aln(1 —b=a-
M =aln(l)+a-b=a b}:a—b:O:

f'1)=0

Calculamos la integral indefinida y después la definida.
2

If(x)dx=_[ax|nx—axdx=jaxln xdx—faxdx=jaxln xdx—ax?:...

Integracion
por partes
'[axlnxdx=aj'xlnxdx: u=Inx du—ldx =a X—Z-Inx—J'ﬁ-idx =
AT 2 2 X
XZ
dv:xdx—>v=jxdx:—
2

2 2 2 2
= X—Inx——j xdx |= X—Inx—l-x— —al Linx-X
2 2 2 2 2 4

2 2 2 2

x? NG X X X X
..=a| —Inx—-—|-a—=a—Inx—-a—-a—
2 4 2 2 4 2

2 2 2 2 7P 2 2 2 2 2 2
If(x)dx= alinx-aX_aX | - a2—In2 a2——a2— - al—lnl—al——al— =
1 2 4 2 | 2 4 2 2 4

—2aln2-a-2a—|0-2_2 2a|n2—ﬁ—8—a+E Q—Zaan—g—azw
4 2 4 4 4 4 4 4

8aln2-9a

2
[ f(9dx=8In(2)-9= -8In2-9=8aln2-9a=32In2-36=

1

36 4(8In2-9
a(8In2-9)=32In2-36 = a=on2=36 _ ( )_4
8in2—9  8In2-9

Los valores buscadossona=b =4
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Ejercicio 3.- Considera las siguientes matrices

0 0 1 a b c
A=/0 -1 0| v B={0 1 0].
1 0 O -1 00

a) [0,75 puntos] Determina, si existen, los valores de a, b y ¢ para los que las matrices Ay B
conmutan.

b) [1 punto] Calcula A% A3 A%17 y A2018

c) [0,75 puntos] Calcula, si existe, la matriz inversa de A.

a) Debe cumplirseque A-B=B- A

0 0 1)a b c a b c)y0 0 1
AB=BA=|0 -1 0|0 1 0f=|{0 1 0|0 -1 0=
1 0 0)\l-1 0 O -1 0 0){1 O O
-1=c
-1 0 0 c -b a =b a=0
Slo 1 0/=lo a1 0227 o]0
a b c 0O 0 -1 a=0 c=-1
b=0
c=-1

b)

Si el exponente “n” es par la potencia A" = Ids.
Si el exponente “n” es impar la potencia A" = A.

Como 2017 es impar se tiene que A% = A,
Como 2018 es par se tiene que A28 = 1d;

c) Lamatriz inversa de A existe si su determinante es no nulo.

0O 0 1
|A=]0 -1 0/=0+0+0—-(-1+0+0)=1=0
1 0 O

Existe la inversa y la calculamos (aungue si miramos el resultado del apartado b) podemos
decir que su inversa es la misma matriz A, pues A-A = A2 = 1ds).
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Ejercicio 4.- Considera las rectas
r:x+1_x_z+1 . 2x-3y=-5
2 1 3 S ly-2z=41

a) [1 punto] Estudia y determina la posicion relativade ry s.
b) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre r y s.

a) Obtengamos los vectores directores y un punto de ambas rectas.

L_x+l_y 2+l v, =(2,1,3)
3v_5 « _5+3y
_oy~— =5 t5
2x—3y=-5 [2x=3y-5 |*% > 2 2
S= = = =>3y=Y =
y-2z=-1 21=y+1 Z_y+1 L1
2 I=—+—
2 2y
Hallamos dos puntos de la recta s y de ahi obtenemos el vector director.
x:_—5+§:—1
2 2
y=l-y=1 = P (-111)
=PQ, - (-4-L0)~(-1LY) - (-3 -z,_l)}
=
5 3 P.(-111)
X=———=-4
2 2
y=-1l->y=-1 = Q,(-4,-1,0)
2

v, =(2,1,3
=(213) }:n,i:i:%? iNO ES CIERTO!

Por lo que no son paralelas ni coincidentes. ;Son secantes o se cruzan?

Calculamos el producto mixto de los dos vectores directores y del vector que une un punto de una
recta con un punto de la otra. Si es nulo son secantes y en caso contrario se cruzan.

v, =(2,13) ) 1 3
v.=(-8-2-1) 3[\7”\75,?&]:—3 -2 -1=-8+0-9-(0-6-2)=-9%0
PP =(-111)-(-10,-1)=(0,1,2) 0 1 2

Las rectas r y s se cruzan.
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b) La distancia se obtiene con la division entre el volumen del paralelepipedo definido por los tres

vectores anteriores [v Vv P,PSJ y el area del paralelogramo definido por los vectores directores.

rr Vs

El volumen del paralelepipedo es el valor absoluto del producto mixto obtenido en el apartado

anterior: Volumen = ‘[\T,\Z?PJ =|-9/=9u’.

El area del paralelogramo es el madulo del producto vectorial de los vectores directores.

v, =(2.13) B L o
_ =V, xv,=[2 1 3|=-i-9j-4k+3k+2j+6i=5i-7j-k=(5-7,-1)
v, =(-3,-2,-1) 2 o 1

Area =|v, xv;| =|(5,~7,~1)| = /52 + (~7)} +(~1)° =75 u?

Por lo que aplicando la formula tenemos que:

[v.v. PP
Distancia(r,s) :Volumen = [ J = =1,039u

Area V, XV,
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Opcion B

Ejercicio 1.- Considera la funcion f definida por f(x)=aln(x)+bx*+x para x>0 ,donde In

denota logaritmo neperiano.
a) [1,5 puntos] Halla a 'y b sabiendo que f tiene extremos relativosen x =1yenx = 2.
b) [1 punto] ;Qué tipo de extremos tiene fenx =1y en x =2?

a) Si lafuncion presenta un extremo relativo en x = 1 entonces la derivada se anula en x = 1.

f(x)=aln(x)+bx*+x = f ’(x):al+2bx+l
X

x=1= (1) :O:a%+2b 1+l=a+2b+1=a=-1-2b
Si la funcion presenta un extremo relativo en x = 2 entonces la derivada se anula en x = 2.

f(x)=aln(x)+bx*+x = f '(x):a1+2bx+l
X

X=2= f’(2):0:a%+2b-2+1:%+4b+1:>0:a+8b+2:>a:—2—8b

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones.

a=-2-8b
a=-1-2b

}:>—2—8b:—1—2b:>—2+1=—2b+8b:—1=6b:> b=-=

6 6 6 6 3 3

2

b) La funcién tiene la expresion f(x) = —% In(x) —% X“+Xx para x>0 ysuderivadaes

2 X
f'(X)=———-—=+1.
() 3x 3

Veamos como evoluciona la funcion antesde x = 1, entre x =1y x = 2 y después de x = 2.

2 0,5

e En (0,1) tomamosx = 0,5y laderivadaes f (0,5) = —m—?ﬂz -0,5<0, por
lo que la funcién decrece en el intervalo (0,1).
e En(1,2) tomamosx =15y laderivadaes f (1,5)= —L—gﬂz 1. 0, por lo
3:15 3 18
que la funcion crece en el intervalo(1,2).
e En (2,+w) tomamos x =3y la derivadaes f "(3)= —§—§+1: —é <0, por lo que la

funcién decrece en el intervalo(2,+oo).

Resumimos esta informacién en el siguiente grafico y de ahi podemos establecer los maximos y
minimos relativos de la funcion.
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La funcidn presenta un minimo relativo en x = 1y un maximo relativo en x = 2.
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Ejercicio 2.- Considera la funcion f :R——R definida por f(x)=e>*.
a) [0,75 puntos] Determina el punto de la gréafica de f en el que la recta tangente es y =—2ex.
b) [0,5 puntos] Esboza el recinto limitado por la gréafica de f, la recta y =—2ex y el eje de

ordenadas.
c) [1,25 puntos] Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

a)

b)

La recta tangente se obtiene a partir del valor de la funcién y su derivada en un punto x = a
tiene por ecuacion: y— f(a)=f (a)(x—a).

f()=e?=f (x)=—2*
La recta tangente a la gréfica tiene ecuacion

y—e®=-2e(x—a)=>y=-2¢""x+2ae " +e* = y=-2¢"x+(2a+1)e™
Comparando esta ecuacion con la que nos debe salir y =—2ex tenemos que:
27 =-2¢ e =¢e —2a=1 1
o = 0 = = -2a=1=la=——
(2a+1)e™ =0| (2a+1)e* =0 2a+1=0 2

. . g 1\ 4
El punto de la gréaficaes x = —% y sustituyendo en la funcion f (_EJ =e [ 2] =e.

El punto de la gréafica tiene coordenadas (—% : e)

Para dibujar este recinto determinamos donde se cortan la recta y la tangente, que es el

punto de tangencia x = —%.

Hacemos una tabla de valores para la funcion f(x)=e ™ y otra para la recta y = —2ex
El recinto es la zona marcada de verde.
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c) El érea del recinto es la integral definida entre —0,5 y 0 de la diferencia entre la funcion
f(x) =€ y sutangente y =—2ex

0 -0

‘ e ’ e e
f(x)—(—2ex)dx= | e™ +2exdx = rex’ | =|-=+e-0% |-
2 08 2

05 0,5 o

-2(-0,5)

+e(—0,5)2}=

_l,ee_ 2 2% e |62 1795 2
2 4
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Ejercicio 3.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
X+y+mz=m?
y— z=m,
X+my+z=m

a) [1,5 puntos] Discute el sistema segun los valores del pardmetro m.
b) [1 punto] Resuélvelo para m = 1. Para dicho valor de m, calcula, si es posible, una solucion en
laquez=2.

a) Consideramos la matriz de coeficientes asociada al sistema:

1 1 m 1 1 m
A=|{0 1 -1]con determinante|A|:0 1 -1=1-1+0—(m+0-m)=0
1 m 1 1 m 1

El rango de A es menor de 3.
Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 con

determinante

t'=1—0=1¢0

El rango de A es 2, independientemente del valor de “m”.

1 1 m m
Consideremos la matriz ampliada asociada al sistema A/B=|{0 1 -1 m

1 m 1 m
Tomamos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 32 con determinante

1 1 m
01 m :m+m+0—(m2+0+m2):2m—2m2
1 m m

m=0
Lo igualamos a cero > 2m-2m’=0=2m(1-m)=0=+6
1-m=0->m=1
Consideramos los 3 casos siguientes:

CASO 1. m=0ym=1.

En este caso el determinante del menor de orden 3 de A/B es no nulo y el rango de A/B es 3,
como el rango de A es 2 tenemos que los rangos son distintos y por tanto el sistema es
INCOMPATIBLE (sin solucion).

CASO 2. m=0

=0

. y—-z=0

El sistema queda —-72=0=<¢{y-2z=0=> =Svy-7=0=>]z=

aueda |y y-r-0={! E70 oy
X+2z=0 X+z=0

El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones).
Siendo las soluciones: x=—-A;y=A4;z=41

CASO 3. m=1
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X+y+z=1
El sistema queda yy—z=1 . Lo resolvemos.
X+y+z=1
X+y+z=1 { | } X+y+z=1
y—z=1 = {12y 3%ecuacion son iguales! = =
=1+z
X+y+z=1

= x+(1+2)+2=1= x+2z=0=[x=—27]

El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones).
Siendo las soluciones: x=-24;y=1+4;z2=1

b) Para m=1 las soluciones se han obtenido previamente y son x=-24;y=1+4;z2=A1.
X=-22=-4
Si queremos obtener una solucion con z =2 tomamos A =2=:y=1+2=3
z2=2
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Ejercicio 4.- Considera las rectas
x-1 y+1 X+hz=-2
2 m y—-z=-3
a) [1,5 puntos] Halla los valores de my n para que r y s se cortan perpendicularmente.
b) [1 punto] Param = 3y n =1, calcula la ecuacion general del plano que contienearyas.

r

a) Obtengamos un punto y el vector director de cada una de las rectas.

_ v =(2,m,1
X l_y_‘”.:z:{vr ( m )

r= =
P (1-10)

2 m

X=-2-nz —
{x+nz =-2 {x:—Z—nz v, =(-n,11)
S= = =><y=-3+7 =
y-z=-3 y=-3+z P.(-2,-3,0)

1=1

Para que se corten el producto mixto de los vectores v,; v,

. y PrPs debe ser nulo.
PP, =(-2,-3,0)—(1-1,0)=(-3,-2,0)

v, =(2m1) =[PPV v, ]=0=
v, =(-n11)

3 =20

2 m 1=0=-3m+2n+4+3=0=|-3m+2n+7 =0
-n 1 1

Y para que se corten perpendicularmente deben ser ortogonales los vectores directores, es
decir, su producto escalar debe ser nulo.

v, =(2m1)| _ _
), =V, v, =0=(2,m1)(-n,11)=0=|-2n+m+1=0]
v, =(-n11)

Juntamos las dos ecuaciones y resolvemos el sistema.
{—3m+2n+7:0 {—3m+2n+7 =0

:>—3(2n—1)+2n+7=0:>
-2n+m+1=0 m=2n-1

=-6n+3+2n+7=0=>-4n+10=0=>|n=—=2,5 :>|m:2-2,5—1:4

Los valores buscados sonm=4yn=25

b) Param =3y n =1 las rectas se cortan pues cumplen la condicién obtenida

m=3
n=1 =¢—3-3+2:-1+7=0? SE CUMPLE!
-3m+2n+7=0
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El vector normal del plano m que contiene a las dos rectas es el producto vectorial de los
vectores directores de las rectas.

v=(239] . - |- 18 o
_ =>n=v,xv,=2 3 1/=8i—j+2k+3k-2j—i=2i-3j+5k=(2,-35)
v, =(-111) 111

El plano m contiene al punto Pr (1, —1,0) y tiene como vector normal n= (2,-3,5) por lo que su
ecuacion se obtiene de la siguiente forma:

=(2,-3,5) } 7:2x-3y+52+D =0

" = —=2-3(-1)+0+D=0=D=-5
P.(L-10)ex| P(L-10)ex

|7:2x—3y+52-5=0|
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