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PROBLEMA A.1. Se da el sistema de ecuaciones  S: ( )
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 , donde  α  es un parámetro 

real. 

Obtener razonadamente: 

a) La solución del sistema S cuando  α = 0.  (3 puntos) 

b) Todas las soluciones del sistema S cuando  α = – 1.   (4 puntos) 

c) El valor de  α  para el que el sistema S es incompatible.  (3 puntos) 
 

Solución: 

Los apartados a) y b) podemos resolverlos directamente sustituyendo en el sistema  S  el valor de  α  por su valor, pero 

para resolver el apartado c)  hay que estudiar el sistema. Empezamos estudiando el sistema. 

 

La matriz de coeficientes es  A =
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Como  A  es 3x3, su máximo rango es 3.  Como A´  es 3x4, su máximo rango también es 3. Por lo que empezamos 

estudiando la matriz  A. 

Estudiemos el determinante de orden 3 de  A, 
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Resolvamos la ecuación:  – α3
 + 3 α2

 – 4 = 0, por Ruffini: 

 -1 3 0 -4 

      

-1   1 -4 4 

 -1 4 -4 0 

      

2   -2 4  

 -1 2 0  

      

2   -2   

 -1 0    

Llas soluciones de la ecuación son: 

α = – 1  y  α = 2 

 

Es decir, que │A│= 0  para  α = – 1  y  α = 2 

 

Por lo tanto, sobre el sistema  S  podemos afirmar: 

 

Para  α ≠ – 1, 2 

rang(A) = rang(A´) = 3 = nº de incognitas, S es sistema compatible y determinado. 

 

Para  α = – 1 

La matriz ampliada es 
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A´ , ya sabemos que  │A│= 0. Obtengamos los rangos de A  y  A´ 

Calculemos el rango de  A, como  2Arang04
21

02
=→≠= )(  

Calculemos el rango de A´, al menor no nulo anterior le orlamos la cuarta columna y la tercera fila de A´, 
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=
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502

( como F2 = F3 ) = 0, por lo tanto  rang(A´) = 2 

Luego, rang(A) = rang(A´) = 2 < nº de incógnitas,  S  es sistema compatible indeterminado. 

Para resolver el sistema utilizamos las ecuaciones e incógnitas que nos indica el menor no nulo de orden 2 anterior, 

es decir: 
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De la primera ecuación   
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Sustituyendo este valor de  x  en la segunda ecuación: 
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Luego la solución del sistema  S  será:  ℜ∈
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Para  α = 2 

La matriz ampliada es 
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A´ , ya sabemos que  │A│= 0. Obtengamos los rangos de A  y  A´ 

Calculemos el rango de  A, como  2Arang02
11

02
=→≠−=

−
)(  

Calculemos el rango de A´, procediendo como en el apartado anterior, 
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Como  rang(A) ≠ rang(A´), el sistema S es incompatible. 

 

 

Respondamos a cada uno de los apartados del problema. 

a)  Para  α = 0, ( ≠  – 1 y 2 ) el sistema  S  es compatible determinado. 

La matriz ampliada es,   4
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Resolviendo por Cramer,   
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Finalmente, para  α = 0  la solución del sistema  S  es:
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b) Para  α = – 1, como hemos obtenido anteriormente, la solución del sistema  S  es:  ℜ∈
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c) El sistema S es incompatible, como hemos obtenido anteriormente, para   α = 2. 
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PROBLEMA A.2. Se dan las rectas 

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r    , siendo  α  y  β  parámetros 

reales. 

Calcular razonadamente: 

a) Las coordenadas del punto de corte de  r1  y  r2.  (3 puntos) 

b) La ecuación del plano que contiene esas dos rectas.  (4 puntos) 

c) La distancia del punto  (0, 0, 1) a la recta  r2.  (3 puntos) 
 

Solución: 

a)  Punto de corte entre las rectas  r1  y  r2: 

Hay que resolver el sistema: 
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De la primera ecuación:  1
2

2
−=

−
=α ,  sustituyendo en las otras dos ecuaciones: 
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Como hemos obtenido el mismo valor de  β, el sistema tiene como solución: α = – 1   y   β = – 2 

Sustituyendo  el valor de  α  en la recta  r1    o   el valor de  β  en la recta  r2   obtendremos el punto de corte entre 

las dos rectas. 

Para  α =  – 1,   
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.    El punto de corte entre  r1  y  r2  es  P ( – 1 , – 1 , 3 ) 

 

 

 

b) El plano que contiene a las dos rectas tiene como punto el obtenido anteriormente, P, y como vectores directores los 

de las rectas. Es decir, 

Elementos del plano pedido:  
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siguiente cálculo: 
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Por lo tanto, la ecuación general del plano pedido es:   – x + 4 y + 2 z – 3 = 0 

 
 

 

 



c) Llamando  Q (0,0,1), debemos calcular   d ( Q , r2 ) 

Siendo  P  el punto de la recta  r2  obtenido en el apartado a)  y  
→

v   el vector director de la recta  r2  la distancia 

pedida podemos calcularla mediante la siguiente fórmula: 
v
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Finalmente, 1
5

5
rQd 2 ==),(  

 

Otra forma de obtener esta distancia, si no nos acordásemos de la fórmula, sería obtener un punto R de la recta  r2 

de forma que el vector QR  sea perpendicular a  r2, así  d(Q,r2) = d(Q,R). 

 

El punto R de la recta  r2   será  ( – 1 , 1 + β , – 1 – 2 β )  

QR = ( – 1 , 1 + β , – 1 – 2 β ) – ( 0 , 0 , 1 ) = (– 1 , 1 + β , – 2 – 2 β ) 

QR ┴ r2   →  QR ┴ 
2rv , por lo que debe cumplirse: 

(– 1 , 1 + β , – 2 – 2 β ) . ( 0 , 1 , – 2 ) = 0 

1 + β + 4 + 4 β = 0 

5 + 5 β = 0;   β = – 1  

Por lo tanto   R ( – 1 , 0 , 1 ) 

y  d(Q,R) = 1001
222 =++− )(  

Luego   d(Q,r2) = 1 
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PROBLEMA A.3.  Con el símbolo  ln x  se representa el logaritmo de un número positivo  x  cuando 

la base del logaritmo es el número  e. Sea  f  la función que para un número positivo  x  está definida 

por la igualdad 

f(x) = 4 x ln x. 
Obtener razonadamente: 

a) El valor de  x  donde la función  f  alcanza el mínimo relativo.  (4 puntos) 
b) La ecuación de la recta tangente a la curva  y = 4 x ln x  en el punto (1,0).  (3 puntos) 
c) El área limitada entre las rectas   y = 0,  x = e   y   x = e2

   y la curva   y = 4 x ln x.  (3 puntos) 
 
Solución: 
a)  Mínimo relativo de  f(x) 

Primero obtengamos el dominio de  f(x).  
Como  ln x  sólo puede calcularse para valores de   x > 0,   Dom f(x) = ( 0 , +∞ ) 
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Calculemos la segunda derivada para determinar si es máximo o mínimo, 
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La función  f(x)  alcanza el mínimo relativo en 
e

1
x = . 

 
b) Recta tangente a  y = 4 x ln x   en  ( 1 , 0 ) 

Para  x = 1,  y = 4 . 1 . ln 1 = 0, el punto ( 1 , 0 ) es de la curva. 
De la recta pedida, un punto es  ( 1 , 0 )   y la pendiente será  1xy =

′ . 

y´ = 4 ln x + 4 ( según hemos obtenido en el apartado anterior al calcular f´(x) ) 
4414y 1x =+=′

= ln  

Por lo tanto, la recta tangente será: 
y – 0 = 4 ( x – 1 );   y = 4 x – 4  

 
c)  Área limitada entre las rectas   y = 0,  x = e   y   x = e2   y la curva   y = 4 x ln x. 

Para obtener esta área es conveniente realizar la representación gráfica del problema. 
En primer lugar representemos la curva  y = 4 x ln x, 
Por cálculos de los apartados anteriores, de esta curva conocemos:  

Dom y = ( 0 , +∞ ) 

Su único extremo es el mínimo relativo en ( )47213680
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Puntos de corte con los ejes coordenados: 
x = 0,  no es del dominio 

y = 0,   4 x ln x = 0 ),(
ln

01
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yDom0x0x4
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A partir de estos datos la representación gráfica sería, 

 
Para obtener la región del plano de la que debemos calcular su área nos falta por representar las rectas   x = e   y   
x = e2. Tanto  e  como  e2   son mayores que 1, por lo que no necesitamos realizar más cálculos sobre la curva. 
Gráficamente, el área pedida  es: 

 

Este área se calcula a partir de la siguiente integral definida, 
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Calculemos en primer lugar la integral indefinida. 
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Por lo que, 
 

 

( ) [ ] ( ) ( )[ ] [ ]
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Finalmente, el área pedida mide:   ( 3 e4 – e2 ) u.a.  ≈   156´405394 u.a. 
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PROBLEMA B.1. Obtener razonadamente: 

a) Todas las soluciones   
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
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



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
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
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  (4 puntos). 

b) El determinante de una matriz cuadrada  B  de dos filas, que tiene matriz inversa y que verifica la 

ecuación  B
2
 = B.  (3 puntos). 

c) El determinante de una matriz cuadrada  A  que tiene cuatro filas y que verifica la ecuación: 
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sabiendo además que el determinante de  A  es positivo.  (3 puntos). 
 

Solución: 

a)  Veamos si la matriz   






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







−
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A   tiene inversa. 

03221
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=+−−=

−

, luego 1A−∃/  

La ecuación matricial del enunciado da lugar al siguiente sistema: 









−=−−

=++

=+

1zyx

3z3yx

1z2x

,  estudiemos este sistema. Su matriz ampliada es  

















−−

=

1111

3311

1201

Á  

Estudiemos el rango de A. 

Del cálculo inicial sabemos que  │A│= 0  y  como  01
11

01
≠= ,  rang(A) = 2 

Estudiemos el rango de A´, como  ran(A) = 2  →  ran(A´) ≥ 2. Ampliamos el menor de orden 2 no nulo de A´, que es 

el obtenido anteriormente en A, con la cuarta columna y tercera fila: 

03111

111

311

101

=+−−−=

−−

 Por lo tanto  ran(A´) = 2 

Lo obtenido es:  ran(A) =  ran(A´) = 2 < 3 = nº incógnitas   →  Sistema compatible indeterminado. 

Resolvemos el sistema usando las ecuaciones ( 1ª y 2ª ) e incógnitas ( x, y ) que han proporcionado este rango.  

El sistema a resolver es:  





−=+

−=
→




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=+

z33yx

z21x

3z3yx

1z2x
 

Sustituyendo el valor de  x  obtenido en la 1ª ecuación en la 2ª: 
1 – 2 z + y = 3 – 3 z;   y = 3 – 1 – 3 z + 2 z = 2 – z  

Las soluciones del sistema  son:  ℜ∈
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
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+=

λ

λ

λ
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21x

 

Finalmente, las soluciones de la ecuación matricial inicial serán:  ℜ∈

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



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

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b) B es una matriz 2x2 /  BByB 21 =∃ − . Debemos obtener  │B│ (determinante de B). 

Como   B
2
 = B 

│B
2│= │B│, por la propiedad de los determinantes: │A . B│= │A│.│B│, │B

2│= │B││B│= 
2

B  

( )
1B01B

0B
01BB0BBBB

22

=→=−

=
→=−=−= ;;  

Ahora bien, como 0BB
1 ≠→∃ −

 

Por lo que concluimos que     │B│ = 1 

 

 

c) A es una matriz 4x4 /  │A│> 0   y   A
2
 – 9 I = 0 (siendo I la matriz identidad y 0 la matriz nula ambas de orden 4). 

Debemos obtener  │A│. 

De   A
2
 – 9 I = 0  ;   A

2
 = 0 + 9 I  ;   A

2
 = 9 I    

│A
2│= │9 I│, por la propiedad de los determinantes aplicada en el apartado anterior: 

I9A
2

= , como I es 4x4 entonces  
4

9I9 = , luego 

8199A9A
2442

±=±=±=→=  

Pero como sabemos que  │A│> 0   concluimos que   │A│= 81. 
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PROBLEMA B.2. Se da la recta  r  de ecuación   




=−+

=−−

0zy5x

1z2y2x
r :    y el plano  π  de ecuación   

pznyx2 =++:π ,   donde   n  y  p   son dos parámetros reales. 

Obtener razonadamente: 

a) Todos los valores de  n  para los que la intersección de la recta  r  y el plano  π  es un punto.  (4 

puntos). 

b) El valor de  n  y el valor de  p  para los que la recta  r  está contenida en el plano  π.  (3 puntos). 

c) El valor de  n  y todos los valores de  p  para los que la recta  r  no corta al plano  π. (3 puntos). 
 

Solución: 

a)  ¿n? / r ∩ π  sea un punto. 

Para que el corte entre la recta  r  y el plano  π   sea un punto, el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el 

plano debe tener solución única. 

El sistema que debemos considerar es: 









=++

=−+

=−−

pznyx2

0zy5x

1z2y2x

, como es un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas 

para que tenga solución única debe cumplirse que  │A│≠ 0. 

23n7n212042n5

n12

151

221

A +=++++−=−

−−

=  

7 n + 23 ≠ 0;   7n ≠  – 23;   
7

23
n

−
≠  

Luego,   r ∩ π  es un punto para  
7

23
n

−
≠  

 

 

b) ¿n y p? / π⊂r  

Para que esto ocurra, el corte entre   r  y  π  debe ser una línea recta ( la r ) y para ello el sistema anterior debe ser 

compatible indeterminado con rang(A) = rang(A´) = 2. (Siendo   A   la matriz de coeficientes del sistema anterior y  

A´  la matriz ampliada) 

De lo estudiado en el apartado anterior, cuando  0A
7

23
n =→

−
=   y como el siguiente menor de orden 2 de A, 

0725
51

21
≠=+=

−
,  podemos afirmar que para ese valor de  n  el rango de A es 2. 

Para que el rango de A´ sea 2, debe cumplirse que el menor de orden tres obtenido de  A´ orlando al menor de 

orden 2 no nulo anterior la tercera fila y la cuarta columna sea nulo, es decir, 

7

9
p09p70p2101p50

p12

051

121

==−=+−+=

−

;;;  

Por lo que la recta  r  está contenida en el plano  π   cuando   
7

9
py

7

23
n =

−
= . 

 

 

c) Para que la recta  r  no corte al plano  π, el sistema planteado en el apartado a) debe ser incompatible. 

La matriz ampliada de aquel sistema es: 

















−

−−

=

pn12

0151

1221

Á  

Como  2Arang0725
51

21
≥→≠=+=

−
)(  



Por lo tanto, para que el sistema sea incompatible debe ser  rang(A) = 2  y  rang(A´) = 3. 

De lo estudiado en el apartado anterior,  rang(A) = 2  cuando  .
7

23
n

−
=  

Para que  rang(A´) = 3, debe ser   0

p12

051

121

≠

−

  y según lo calculado en  b)  esto se cumple para .
7

9
p ≠  

Es decir,  la recta  r  no corta al plano  π  cuando  
7

9
py

7

23
n ≠

−
= . 
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Matemáticas II    Junio 2012 
 

PROBLEMA B.3.    Para  diseñar  un  escudo  se  dibuja  un  triángulo    T    de  vértices   A = (0, 12),   

B = (– x, x2
)  y  C = (x, x2

),  siendo x2
 < 12.  

Obtener razonadamente: 

a) El área del triángulo  T  en función de la abscisa  x  del vértice  C.  (2 puntos). 
b) Las coordenadas de los vértices  B  y  C  para que el área del triángulo  T  sea máxima. 

(3 puntos). 
Para completar el escudo se añade al triángulo  T  de área máxima la superficie  S  limitada entre la 

recta  y = 4  y  el arco de parábola  y = x2
, cuando  – 2 ≤ x ≤ 2. 

Obtener razonadamente: 

c) El área de la superficie  S.  (3 puntos). 

d) El área total del escudo.  (2 puntos). 
 
Solución: 
a)  El triángulo  T  tiene de vértices los puntos   A ( 0 , 12 ),  B ( – x , x2 )  y  C ( x , x2 ), siendo  x2 < 12. 

 
Gráficamente 
será: 

 

El triángulo  T  tiene de base  2 x  y de altura 12 – x2. 
Luego su área será, 

( ) ( ) 32
2

T xx12x12x
2

x12x2
xA −=−=

−
=)(   

Por definición de los vértices  B y C del triángulo  T y como 

debe cumplirse que   x2 < 12,    ( )120xADom T ,)( =    
 

Es decir: 3
T xx12xA −=)( ,  ( )120xADom T ,)( =  

 

 
 
b) El área del triángulo  T   debe ser máxima. 

2x

4
3

12
x

x312

0x312

x312xA

2

2

2

2
T

±=

==

=

=−

−=′ )(

 

Pero como  ( )120xADom T ,)( =   ,  x = 2. Determinemos qué tipo de extremo es. 

012262Ax6xA TT <−=−=′′→−=′′ .)()( ,  luego en   x = 2   hay un máximo relativo. 
Estudiemos la monotonía de   AT(x)   para comprobar que es el máximo absoluto. 

edecrecient01533123A

creciente0913121A
2

T

2
T

<−=−=′

>=−=′

.)(

.)(
 

Como a la izquierda de  x = 2   AT(x)  es creciente y a la derecha decreciente, el máximo relativo es el absoluto. 
Luego, el área del triángulo  T  es máxima  para   x = 2. 
 
Y finalmente, los vértices  B y C  para que el área del triángulo  T  sea máxima son   B ( – 2 , 4 )  y  C ( 2 , 4 ). 
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El escudo completo será:  

 
 

 

c) Área de la superficie  S 
La recta  que pasa  por los puntos  B  y  C   es  y = 4. Por lo tanto la superficie   S   está limitada por las funciones   
y = 4   e   y = x2   para   – 2 ≤ x ≤ 2. Su área podemos calcularla mediante la siguiente integral definida, 

( ) ..au
3

32

3

16
16

3

8
8

3

8
8

3

8
8

3

8
8

3

x
x4dxx4A

2

2

32

2

2
S =−=−+−=








+−−








−=








−=−=

−
−∫  

 

La superficie  S  mide  
3

32
  u.a. 

 

 

d) Para obtener el área total del escudo, calculemos el área del triángulo   T   máximo (para x = 2), 
AT(2) = 12 . 2 – 23 = 24 – 8 = 16, es decir, el área del triángulo máximo es de  16 u.a.   

Obtengamos el área del escudo, ..au
3

80

3

3248

3

32
16AE =

+
=+=  

El área total del escudo es  ..au
3

80
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