Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 11 OPCION A Julio 2015

Problema 1. Una empresa fabrica dos productos diferentes, P1 y P2, que vende a 300 y 350 €
por tonelada (t), respectivamente. Para ello utiliza dos tipos de materias primas (A 'y B) y
mano de obra. Las disponibilidades semanales de las materias primas son 30t de A y 36t de B,
y las horas de mano de obra disponibles a la semana son 160. En la tabla siguiente se resumen
los requerimientos (en t) de las materias primas y las horas de trabajo necesarias para la
produccion de una tonelada de cada producto:

materia prima (t)

Producto A B Mano de obra (h)
P1 2 3 4
P2 3 1 20

Determina la produccién semanal que maximiza los ingresos de la empresa sabiendo que un
estudio de mercado indica que la demanda del producto P2 nunca supera a la del producto P1.
(A cudnto ascienden los ingresos maximos?

Solucion:
Llamando:  x = produccion semanal, en t, del producto P1
y = produccion semanal, en t, del producto P2
Los datos del problema los podemos resumir en la tabla:
materia prima (t)

Producto toneladas A B Mano de obra (h) Ingresos (€)
Pl X 2x 3x 4 x 300 x
P2 Y 3y ly 20y 350y
Restricciones 30 36 160

Como las variables x e y representan toneladas de producto deben ser mayores o iguales a cero.
La ingresos vienen dados por la funcion: z =300x + 350y
Las restricciones las obtenemos del enunciado:
Semanalmente dispone de 30t de A: 2x+ 3y <30
Semanalmente dispone de 36 t de B: 3 x+y <36
Semanalmente dispone de 160 h de mano de obra: 4 x + 20y < 160; simplificando x + 5y <40
“un estudio de mercado indica que la demanda de P2 nunca supera a lade P1”: y <x

El problema a resolver es:
maximizar 7 =300 x4+ 350 y

2x+3y<30
3x+y<36
s.a. 3x+5y<40
y<x

x,y=20

Efectuamos los cdlculos necesarios para la representacion grdfica de las inecuaciones.
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(@) 2x+3y<30

2x+3y=30
x|y
0|10
15| 0

(0,0) cumple?

2.0+3.0<30 Si

La representacion
grdfica serd:

Y la region
determinada por
el sistema de
inecuaciones
(region factible)
estd formada por
los puntos de la
zona sombreada.

(b) 3x+y<36 (c) x+5y<40 (d) y<x
3x+y=36 x+5y=40 y=x
x|y x|y X |y
0|36 0|8 0| 0
121 0 40 | 0 40 | 40
(0,0) cumple? (0,0) cumple? ((5,0) cumple?
3.0+0<536 S7 0+5.0540 Si 0<5 Si

3x+y=36
20 y=X
l x+5y=40
-5 0 5 10\ 15 20 25 30 50
3x+y=36
20 y=X
/ x+5y=40

o

Ampliamos la region factible y veamos los vértices que debemos calcular.
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3Ix\+y=236

0 =(0,0) D=(12,0)
Los vértices de la region factible son A (0,0 ), B, C y D (12, 0 ). Los vértices A, y D los conocemos

directamente de la representacion grdfica; los vértices By C los obtendremos mediante los puntos de corte de
las rectas correspondientes.

Punto B, corte entre (a) y (d):

2x+3y=30

y=x
Sustituyendo el valor de y (de la 2°) en la 1 ecuacion: 2x +3x=30; 5x=30; x=6
Luego B(6,6)

Punto C, corte entre (a) y (b):
2x+3y=30
{3x+ y=36
De la 2* ecuacion: y =36 — 3 x, sustituyendo este valor de y en la 1*ecuacion:
2x+3(36-x)=30; 2x+108-9x=30; —-7x=30-108;, —-7x=-78

x:_—m:@EII’MZQ. Luego, y:36—3§:£52’57]4
— 7 7 7
Por tanto, C 7—8,E
7 7

Los vértices de la region factible son A (0,0 ), B(6,6), C (g , gj y D(12,0)

El madximo de la funcion z en la region se alcanzard en alguno de los extremos de la region. Calculemos los
valores de la funcion en los vértices,
X,y z2=300x + 350y

0,0 300.0+ 350.0 =0 78 18
6,6 300.6 +350.6 =3900 El mdximo se alcanza en el punto (7 , 7)¢=
78 18 78 18 29700 . ..

PR 300.7+350.7=Tz424286 Maximo | (1]°14,2°57)

12,0 300. 12 + 350. 0 = 3600

Por tanto, para maximizar los ingresos, semanalmente, debe producir 11°14 t del producto P1 y 2°57 t del
P2. Con esta produccion los ingresos mdximos serdn de 4242°86 €.
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X +2 x<I
Problema 2. Sea la funcién f(x)=< ¢ I
X
X +1

a) Estudia la continuidad de f(x) en el intervalo ] — oo, + oo [.
b) Calcula los madximos y minimos locales de f{x).
c) Calcula el area de la region limitada por f{x) ylasrectas x=—1y x=1.

Solucion:
a) Continuidad de f(x) en | — oo, + oo].
Para x < 1, fix) = X +2 polinomio luego continua.

Para x> 1, f(x)= , cociente de polinomios cuyo denominador, ¥+ 1, es siempre distinto de cero

X +1
luego continua.

Veamos para x = 1,
a) fill)=1*+2=3
Lim f (x) = Ll’;;@(xz +2)=3
PrmIe=y 6 6 [T
Lm0 =L =11
¢) f()=Limf(x)=3

Se cumplen las tres condiciones de continuidad, f(x) es continua en x = 1.

Por tanto, f(x) es continuaen |- oo, + ocof.

b) Mdximos y minimos locales de f{(x).
Tenemos en cuenta que f(x), por el apartado a), es continua en R.
Calculamos f(x).
2x x<1 2x x<1

f(x)=< —6.2x <y = —12x J<y

(xz +])2 (xz +])2
Resolvamos f(x) =0
2x=0 — x=0 (vdlido porque 0< 1)
—12x

(x2 +I)2 )

Hay que estudiar el signo de f(x) en los siguientes intervalos

0 - —-12x=0 — x=0 (novdlido 1< 0 esfalso)

0 1
x | f
-1|2.(-H=-2<0
05|12.05=1>0 Por tanto, el signo de [~ serd: — : * I —
5 —12.2 _-24 <0 0 1
(22+1f 25

El estudio anterior nos asegura que para x = 0 hay un minimo local.

Considerando que no hemos calculado (1), para determinar que ocurre en x = I vamos a representar
fix).
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Para x <1, f(x) es un polinomio de 2° grado, una pardabola, cuyo vértice es el minimo local obtenido antes,
x=0 e y=0"+2=2 minimo local (0,2 ). Del estudio de continuidad sabemos que la funcién pasa por
(1,3).
Para x > 1, f(x) es un cociente de polinomios del que sabemos:

- parte del punto ( 1, 3 ) {obtenido al estudiar la continuidad}

- es decreciente {obtenido al estudiar signo de f(x)}

- puntos de corte con ejes coordenados,

o x=0,noesdeestetrozo(x>1)

o fix)=0, 26 ; =0 — 6=0, falso, no hay corte con eje X.
X"+

- asintota horizontal,

.6 6 , )
o Lim—; =——=0 — y =0 esasintota horizontal en +o
x>t x° + ] oo

Con estos datos podemos representar grdficamente f(x):

5

A partir de la grdfica comprobamos que para x = 1 hay un mdximo local.

Por tanto, la funcion f(x) tiene un minimo localen (0,2 ) y un mdximo localen (1, 3 ).
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c) Area de la region limitada por f(x)y las rectas x=—1 y x = 1.

Si representamos este drea no estaria limitada por la parte inferior o superior, por lo que seria infinita.

Para calcular un drea en el enunciado falta poner otra recta que la delimite, normalmente, y = 0.

Por tanto, vamos a calcular el “drea de la region limitada por f(x)y las rectas x=—1, x=1 e y=0"

Representamos el drea a calcular:

Esta drea la obtenemos mediante la siguiente integral.:

3 3

3 1 _
A= (@ +2)dr=| -+ 2x =(l+2j—(—l—2j=i+2+i+2:ﬂ;4'6667u.a.
- 377 377737773

Es decir, el drea pedida mide 46667 u.a.
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Problema 3. El 25% de los estudiantes de un instituto no realizan ninguna actividad
extraescolar, mientras que el 55% realizan una actividad extraescolar deportiva. Sabemos
ademas que uno de cada cuatro estudiantes que practican una actividad extraescolar no
deportiva también practica una deportiva. Se pide:
a) Calcular la probabilidad de que un estudiante elegido al azar practique una actividad
extraescolar deportiva y otra no deportiva.
b) Calcular la probabilidad de que un estudiante practique una actividad extraescolar
deportiva.
¢) (Son independientes los sucesos ‘“Practicar una actividad extraescolar deportiva” 'y
“Practicar una actividad extraescolar no deportiva”? Razona tu respuesta.

Solucion:
Utilizamos los siguientes sucesos:
E = Practicar actividad extraescolar
ED = Practicar actividad extraescolar deportiva
END = Practicar actividad extraescolar no deportiva
De los datos del problema sabemos:

a) “El25% de los estudiantes no realiza ninguna actividad extraescolar” — P(E)z 025 —
{probabilidad del complementario} P(E)=1- P(E): 1-025=075
b) “El55% de los estudiantes realizan actividad extraescolar deportiva” — P(ED) = 0755

c) “uno de cada cuatro estudiantes que practican actividad extraescolar no deportiva también practican

- ED 1 P(EDNEND) . s
una deportiva” — P( %END)_ 7 " i T N 025 — P(EDNEND)=0725 P(END)
Considerando que los alumnos no practican actividades extraescolares o si 'y que los que practican actividades
extraescolares las hacen deportivas, no deportivas o ambas. El diagrama de Venn correspondiente a estos
sucesos seria:

ED

Para resolver el problema debemos calcular los valores de
X ) 2

END

025

Anteriormente, en a), obtuvimos que P(E)=075. Como E=ED J END, 075=P(E)=P(EDU END)
{Por probabilidad de la unién de suscesos} P(ED END)= P(ED)+ P(END)- P(ED(\ END). Por tanto,

P(ED)+ P(END)—- P(ED(\ END)=075
Enb), P(ED) = 0755
Enc), P(EDN END)=025 P(END)
Por tanto, 0°55+ P(END)—0"25 P(END)= 075, efectuando operaciones,

0’55+075 P(END)=075

075 P(END)=075-055

075 P(END)=020 — P(END)= 020_4

075 15
4

Sustituyendo este valor en ¢), P(ED( END)=0725 — = i Por tanto, 7 = i
15 15 15
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1 29

Como P(ED) = 0755, segiin el diagrama de Venn, x +z=07355 — x+% =055 - x= 0’55—3 50
29 1 29 11

Y, finalmente, x+y+z=075 —+y+—=075 — =075——-—=
/i yre 60 15 Y 60 15 5

ED

El diagrama de Venn del problema queda:

025

Resolvamos cada uno de los apartados del problema,

a) Se pide P(ED( END)= %

b) Se pide P( practique solo ED).
En el diagrama de Venn, nos piden la parte coloreada:

ED END

025

29

Luego, P( practique solo ED )= 0

c) ;/Son independientes ED y END?
Estos sucesos serdn independientes si se cumple que P(ED () END)= P(ED). P(END)

Sabemos que P(ED) = 0755 4 Il
Del diagrama de Venn, P(END) = i + i = i - P(ED) ' P(END) =09 15 B 75
15 5 15
1 5
Por otro lado, ya calculamos P(ED N END) == E = %

Por tanto, P(ED(\ END)= 7—55 # % = P(ED). P(END)

Solucion: los sucesos ED y END no son independientes.
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z N

a) Halla la matriz X que satisface la ecuacion AX-BCX=3 C.
b) Calcula la matriz inversa de A’ + B, donde A’ representa la matriz traspuesta de A
Solucion:
a) ;Matriz X / AX-BCX=3C?
AX-BCX=23C, sacando factor X por la derecha,
(A-BC)X=3C, siexiste (A—BC )" entonces X=(A-BC)'3C

Calculemos A - B C,
2 2\(1 -1\ (1 2\ (2.142.1 2.(-D+2.(-3))_
[ ] ( 1][1 —3]_(—1 4]_(1.1—1.1 1.(—1)—1.(—3)}‘
8 3 10
15l SHE Y
3

2‘——6+10 420 — 3 (A-BC)”’

A-BC=

Como ‘

Cdlculode (A-BC)"!

-3 10 2 -1 _ 2 1
A-BC= — {menores} — {adjuntos} -
-1 2 10 -3 -10 -3
2 -10
{traspuesta} (1 J

-3
2 =10
Luego, (A-BC)™’ =i
41 -3

Cdlculo de la matriz X,
y 1(2 —Joj (1 —]j 3(2 —10}(1 —IJ 3(—8 ng [—6 21]
X=(A-BC)'3C== 3 =2 =2 S
4\1 -3 1 -3 41 -3 )\1 -3 4\-2 8 6
[—6 21}
Solucion: X =| _3
36
b)(A"+B)".
. 1 -1 2 2 3 1
A +B= + =
2 4 1 -1 3 3
3 1 . »
Como 3 3=9—3=6¢0 — d(A"+B)

Cdlculo de (A" + B )",
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3 1 3 3 , 3 -3
A'+B= — {menores} — {adjuntos} -
3 3 1 3 -1 3

3 -1
{traspuesta} (_3 3]
3 —1] % _%
-3 3
VAR

Luego, (A'+B)"' = é (

N
W

Solucién: (A" + B)_] =
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Problema 2. Cierta empresa de material fotografico oferta una maquina que es capaz de revelar
15,5 fotografias por minuto. Sin embargo, sus cualidades se van deteriorando con el tiempo de
forma que el numero de fotografias reveladas por minuto viene dado por la funcién f{(x), donde
x es la antigiiedad de la maquina en afios.

155-11x 0<x<5
f(X)=15x+45

x+2

a) Estudia la continuidad de f(x) en el intervalo [0, + oo [.

b) Comprueba que el nimero de fotografias reveladas por minuto decrece con la antigiiedad
de la maquina. Justifica que si la maquina tiene mas de 5 afios revelard menos de 10
fotografias por minuto.

c) (Es cierto que la miquina nunca revelard menos de 5 fotografias por minuto? ;Por qué?

x>5

Solucion:
a) Continuidad de f(x) en [0, + oo|.
Para 0<x <5, f{x) =15"5- 1’1 x, polinomio luego continua.

Sx+45
Para x> 35, f(x)= al
x+2

, esta funcion no se puede calcular para x + 2 =0, x=-2¢&]5, + oo/. Por

tanto, para x > 5 el cociente siempre se puede calcular, luego continua.
Veamos para x = 5,
a) (5)=155-171.5 =10
Lim £ (x) = szzg(15'5 ~I'lx)=10
0= = L H45 _5.5445 70 1=10
x5 x5t x+2 5+2 7

¢) f(5)=Lim f (x)=10

Se cumplen las tres condiciones de continuidad, f(x) es continua en x = 5.
Por tanto, f(x) es continuaen [0, + oof.

b) Estudiemos la monotonia de f(x).

Tenemos en cuenta que f(x), por el apartado a), es continuaen [0, + oo].
Calculamos f"(x).

Il O0<x<5 - Il O0<x<5 Il O0<x<$5
f(x)= 5(x+2)—(5x2+45).] 5 = 5x+]0—5)2c—45 55 = —352 >3
(x+2) (x+2) (x+2)

Entre 0 y 5, f'(x)es negativa

A partir de 5, f(x) es un cociente cuyo denominador estd elevado al cuadrado (positivo) y el numerador es
negativo, luego f1(x) es negativa.

Por tanto f(x) es negativaen ]0,5[ U] 5, +eo[. Portanto f(x) es decreciente en su dominio.

Luego, podemos concluir que el niimero de fotografias decrece con la antigiiedad de la mdquina.

Para justificar que si la mdquina tiene mds de 5 aiios revelard menos de 10 fotografias por minuto,
realizamos los siguientes cdlculos:

f(5) = {obtenido en a)} = 10 y como la funcion f(x) es decreciente, para x >5 — f(x) < 10
Por tanto, sila mdquina tiene mds de 5 aiios revelard menos de 10 fotografias por minuto.



c) ¢Es cierto que la mdquina nunca revelard menos de 5 fotografias por minuto? ; Por qué?

) . Sx+45 S . S5x 3
Calculemos Lim f(x)= Lim———=|—|=Lim—=Lim5=5
X—>+oo X—>+o x+2 (e X—>+eo X X—>+o
Como f{(x) es decreciente y su limite e 5, esto quiere decir que el niimero de fotografias que revela la
mdquina, a medida que pasa el tiempo, se va acercando a 5 pero se mantiene por encima de 5. Es decir, la
mdquina nunca revelard menos de 5 fotografias por minuto.

Otra forma de resolver los apartados b) y c) es representar grdficamente la funcion.

Primera rama Segunda rama
x| 155-Tlx 5x+45 es una hipérbola con
o155 X Y42 asintota vertical
5 110 x+2=0
S51155-1I1.5=10 10 95 9 x=_2
550 Ll’m5x+45:_35:oo — x=-2 esav.{g]5, + o}
15 | ===71 72 x+2 0
17
20 ﬂ —66 asintota horizontal
22
Lim 5x—+;5 ={calculado antes} =5 — y=>5esa.h.
X4 x4

La representacion grdfica serd:

f(x)

asintota horizontal

0

0 5 10 15 20 2 30 35 40 45 50

A partir de la representacion se comprueba que:
e El niimero de fotografias reveladas por minuto decrece con la antigiiedad de la mdquina.
® Si la mdquina tiene mds de 5 afios revelard menos de 10 fotografias por minuto.
® La mdquina nunca revelard menos de 5 fotografias por minuto.
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Problema 3. En un aeropuerto, 1/3 de los aviones que vienen del extranjero lo hacen con
retraso, mientras que si proceden del propio pais lo hacen con retraso el 5%. Si del extranjero
vienen el 25% de los vuelos, se pide:
a) (Cudl es la probabilidad de que un vuelo seleccionado al azar llegue con retraso?
b) Si un avidn seleccionado al azar ha llegado sin retraso, ;cudl es la probabilidad de que
venga del extranjero?
¢) ¢Cudl es la probabilidad de que un vuelo seleccionado al azar llegue a su hora o provenga
del extranjero?

Solucion:
Llamando E = avion que vienen del extranjero
N = avion que procede del mismo pais
R = el avion llega con retraso
Los datos del problema podemos resumirlos en el siguiente drbol,

<
e

R
Calculemos la probabilidad de cada una de las ramas.
Sabemos, del enunciado, que
“del extranjero vienen el 25% de los vuelos” — P(E)=0725 Yy, como

los aviones provienen del extranjero o del propio pais, P(N) = 1 — 0725
=075: 075 N

=

=i

025

AWA

E
R
“1/3 de los aviones que vienen del extranjero lo hacen con retraso”, R
por lo que, de los aviones que vienen del extranjero no llegan con
1 2 075 N
retraso: 1 ——=—: R
3 3
13~ R
23 ™R
“de los aviones que proceden del propio pais lo hacen con retraso el 005 - R
5%, por lo que, de los aviones que proceden del propio pais no llegan
con retraso el 95% : 075 N

095 ~ R

13 _~ R
L
R

2/3



a) ;Cudl es la probabilidad de que un vuelo seleccionado al azar llegue con retraso?.

Se pide P(R)= 075.005+0725. §= 071208

b) Si un avion seleccionado al azar ha llegado sin retraso, ;jcudl es la probabilidad de que venga del

extranjero?.
0725. 2 025. 2 025. 2

Se pide P[I%j:P(EQR)z S 3 - 3_0789%
R) PR) 1-P(R) 1-01208 08792

¢) ¢Cudl es la probabilidad de que un vuelo seleccionado al azar llegue a su hora o provenga del extranjero?.
Se pide  P(RUE)={a partir del drbol) = P(RNN)+ P(E)=075.0°95+0°25 = 0°9625

Otra forma de resolverlo es:
P(RUE)={por probabilidad de la unién} = P(R)+ P(E)— P(RN E)= 08792+ 025025 % = 09625

P(E) ={calculada en b)} =0"8792
P(E ) ={del enunciado} =025

P(RNE)={del drbol} =025 %
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