Aula sobre Ntumeros Complexos

Objetivo da Aula

Nesta aula, vamos explorar o conceito de nimeros complexos, uma extensao
crucial dos niimeros reais que permite a resolucao de equacoes anteriormente
insoluveis, além de proporcionar uma nova dimensao de andlise matematica.
Veremos como esses ntimeros podem ser representados no plano complexo (ou
plano de Argand) e discutiremos suas propriedades, operagoes, e formas de
representagao, incluindo a forma trigonométrica e a notacao avancada em termos
de cis(0).

1. O que sao Numeros Complexos?

Em matematica, muitas vezes nos deparamos com equacoes de segundo grau
que ndo possuem solucdes reais. Por exemplo, a equacdo 2 + 1 = 0 ndo tem
solugoes no conjunto dos niimeros reais, pois nao existe um nimero real cujo
quadrado seja negativo. A introdugao dos nimeros complexos resolve esse im-
passe, permitindo a existéncia de solugoes para equacoes como essa e expandindo
o conjunto dos numeros reais para incluir nimeros da forma a + bi, onde i é a
unidade imagindria, definida como i = —1.

Os nimeros complexos podem ser vistos como uma expansao dos nimeros
reais que permite solugoes para equagoes que anteriormente nao tinham. Eles
sao fundamentais na matematica e surgem em diversas dreas, como na fisica,
na engenharia e na teoria de controle.

Importancia: Antes da introducao dos niimeros complexos, equacoes como
22 4+1=0,22+4=0,e2? -2z +5 =0 nio tinham solucoes no campo dos
numeros reais porque o discriminante (A) dessas equagdes era negativo. Com o
conceito de nimeros complexos, essas equagoes agora possuem solucoes, como
x = =i para a primeira equagao e x = +2i para a segunda.

Além disso, os nimeros complexos podem ser representados graficamente no
plano complexo, onde a parte real e a parte imaginaria de z = a + bi sao vistas
como coordenadas de um ponto em um sistema de eixos, discutido mais a frente
nesta aula.

Unidade Imaginéria i: A unidade imagindria 7 possui as seguintes pro-
priedades:



Essas poténcias de i repetem-se ciclicamente, formando um padrao 1til para
simplificar expressoes envolvendo 1.

Exemplo: Para calcular i°, note que i® = i*-i = 14 = i. De maneira geral,
1" pode ser simplificado observando o resto da divisao de n por 4.

4

2. Operagoes com Numeros Complexos

Entender como realizar operagoes basicas com numeros complexos é essencial
para manipular e trabalhar com essas entidades matematicas em problemas mais
avancados. A seguir, veremos como realizar adicao, subtracido, multiplicacdo e
outras operacoes importantes.

2.1 Adicao e Subtracao

Adigao: Para adicionar dois nimeros complexos z1 = a + bi e zo0 = ¢ + di,
somamos as partes reais e as partes imaginarias separadamente:

z1+2zo=(a+c)+ (b+d)i

Exemplo 1:
B+2)+(1—4i)=4—2
Neste exemplo, somamos as partes reais 3 + 1 = 4 e as partes imagindarias
24 — 44 = —2i, resultando em 4 — 2i.

Subtracgao: Para subtrair z; de z1, subtraimos as partes reais e as partes
imaginarias separadamente:

z1—2z9=(a—c)+ (b—d)i

Exemplo 2:
(B3+2i)—(1—4i)=2+6i

Aqui, subtraimos as partes reais 3—1 = 2 e as partes imaginérias 2i—(—4i) = 61,
resultando em 2 + 64.

2.2 Multiplicacao
Para multiplicar dois niimeros complexos z1 = a + bi e z5 = ¢ + di, utilizamos
a propriedade distributiva, multiplicando cada termo de z; por cada termo de
29, lembrando que i = —1:
z1 - 22 = (ac — bd) + (ad + be)i
Exemplo 3:
(2+43i)-14+4)=(2-1-3-4)+(2-4+3-1)i=-10+11s

No exemplo acima, multiplicamos as partes reais e imagindrias, lembrando
que i2 = —1, o que nos d4 o resultado —10 + 113.



2.3 Conjugado e Modulo

Conjugado: O conjugado de um numero complexo z =a+bi é Z=a —bi. O
conjugado reflete o nlimero complexo em relagao ao eixo real no plano complexo.
O conjugado de um nimero complexo é 1til em operagoes como divisdo e em
certas transformagoes geométricas.

Exemplo 4: Para z = 3 + 44:

z=3—4

Moédulo: O médulo de z = a + bi é a distancia do ponto z até a origem no
plano complexo e é dado por:

|z] = Va? + b?

Exemplo 5: Para z = 3 + 44:

2| =32 +42 =9+ 16=V25=5

O médulo |z| representa a distdncia do ponto z (3,4) & origem (0,0) no plano
complexo.

2.4 Divisao de Niumeros Complexos

Para dividir dois niimeros complexos z; = a + bi e 29 = ¢ + di, multiplicamos o
numerador e o denominador pelo conjugado do denominador e simplificamos:

21 _ (a+bi)(c—di) _ (ac 4+ bd) + (bc — ad)i

2z (c+di)(c— di) 2+ d?
Exemplo 6: Divida 21 =1+ i por zo0 =1 —1:

1+4i (1+9)(Q+i) 1+2i+43 14+2i—1 2
= = = = — =1
1—i  (1—i)(1+14) 12 -2 1+1 2

Neste exemplo, ao multiplicar pelo conjugado, eliminamos o termo ima-
ginario do denominador, obtendo um resultado puramente imaginério.

3. Representacao no Plano Complexo e Forma
Trigonométrica

Os nuimeros complexos podem ser representados graficamente no plano complexo
(ou plano de Argand), onde:

e O eixo horizontal (eixo real) representa a parte real a.

e O eixo vertical (eixo imagindrio) representa a parte imagindria b.



Visualizar os nimeros complexos dessa forma é extremamente til para en-
tender a magnitude (médulo) e a dire¢ao (argumento) de nimeros complexos.

Exemplo: O nimero complexo z = 3 + 4¢ pode ser representado como o
ponto (3,4) no plano complexo.

Figure 1: Representacao do nimero complexo z = 3 4 4¢ no plano complexo.

3.1 Forma Trigonométrica

Qualquer numero complexo z = a + bi também pode ser expresso na forma
trigonométrica:
z=r(cosf +isind)

onde:
e 7 =|z| = Va2 + b? é o médulo de z.

e 0 é o argumento de z, que é o angulo que o segmento que une z & origem
faz com o eixo real positivo, dado por:

6 = arctan (b)
a

A forma trigonométrica é particularmente util quando se realiza a multi-
plicacao ou divisao de niimeros complexos, pois simplifica as operacoes.
Exemplo 7: Para z =1+ 4:

r=v124+12 =2

1 s
9: t — = —
arc an<1> 1



Portanto, a forma trigonométrica é:

z:\/§<cos%+isin%>

Exemplo 8: Converta z = 2 + 2v/3i para a forma trigonométrica.
Solugao: Primeiro, calcule o médulo r:

r:\/m:\/ll“‘il:\ﬁz4

Agora, calcule o argumento 6:
2v/3
f = arctan ({) = arctan (\/3) =

Portanto, a forma trigonométrica é:

T
3

O s
z=4{cos— +isin -
3 3
Importancia: A forma trigonométrica é 1util para multiplicar e dividir
nimeros complexos, além de encontrar poténcias e raizes de nimeros complexos
usando a Férmula de De Moivre.

3.2 Raizes de Nimeros Complexos

Asraizes quadradas de um nimero complexo z podem ser encontradas utilizando
a forma trigonométrica. As duas raizes quadradas de z sao dadas por:

+ 72 81n

\/E—\ﬁ(cosg+isin0> e ﬁ—ﬁ(cos

042 . 9+27r>
2

Exemplo 9: Encontre as raizes quadradas de z = 4¢ usando a forma
trigonométrica.
Solugao: Primeiro, escrevemos z na forma trigonométrica. O médulo r é:

r=|4i| =4

0 = arctan é T
B 0) 2

Portanto, z = 4 (cos 5 +isin g)

As raizes quadradas de z sdo:

ﬁ:\/ﬁz(cos%Jrisinz) 2<\/§+z\/§> =V2(1+1i)

O argumento 6 é:

4

\@\/ZI(COSTJrisinEZT) =2 <ﬁ2ﬂ> = —V2(1+1)



4. Notagao Avancada: cis(6)

A notacao cis(f) é uma maneira abreviada de expressar nimeros complexos na
forma trigonométrica.
Definigao:
cis(0) = cos(f) + isin(6)

Portanto, a forma trigonométrica de um nimero complexo z = r (cos 6 + i sin 6)
pode ser expressa como:
z=r-cis(d)

Essa notacao simplifica a escrita e manipulacdo de nimeros complexos em
suas operagoes.
Exemplo 10: Escreva o nimero complexo z = 4 (cos & t+isin E) usando a

6
notagao cis(6).
7r
~aeis (%)
z cis (&

Solugao:
e Multiplicacdo de Numeros Complexos: Se z; = ricis(fy) e 2o =
rocis(s2), entdo:

Propriedades do cis(6):

Z1 29 = 7"17‘2C’i8(01 + 02)

Exemplo 11: Multiplique z; = 2 - cis (%) e zy=3-cis (%)

Solucgao:
/T . (5w
zl~22:2~3-023(4+6>:6~czs<12)

e Divisao de Niumeros Complexos: Se z; = ricis(01) e zo = racis(0s),
entao: - ,
1 1.
— = —cis(61 — 62)

Z2 T2

Exemplo 12: Divida zy =4 - cis (%) por zo = 2 - cis (%)

2o pG- el

e Férmula de De Moivre: Para um ntmero complexo z = r - cis(f), a
n-ésima, poténcia é dada por:

Solugao:

2" =7r" . cis(nd)

Exemplo 13: Encontre (1 4 i)* usando a Férmula de De Moivre.

Solugao: Primeiro, escreva 1 4 4 na forma trigonométrica:

1—&-2':\@-02'5(%)



Agora, eleve & quarta poténcia:

(\/5 cis (%))4 = (\@)4 - cis (4- Z) =4-cis(m) = —4

Importancia: Embora seja uma notagdo avangada, a notagéo cis(f) sim-
plifica a manipulagao de nimeros complexos em sua forma trigonométrica, es-
pecialmente ao trabalhar com poténcias e raizes.

5. Principais Tépicos para o Vestibular
e Operagoes Basicas:

— Adigao, subtracao, multiplicagao e divisao de niimeros complexos.

— Conjugado e médulo de nimeros complexos.
e Resolucao de Equacoes:

— Resolver equacoes quadraticas com raizes complexas.

— Encontrar as raizes de niimeros complexos.
¢ Representagao Geométrica:

— Representagdo de niimeros complexos no plano de Argand.

— Interpretagao geométrica das operagoes com nimeros complexos.
e Notacgao cis(f):

— Manipulagdo de niimeros complexos utilizando a notagao cis(9).

— Aplicacoes da Férmula de De Moivre.

6. Exercicios Praticos

e Operagoes com Numeros Complexos:

— Calcule (24 3i) + (4 —14) e (2+ 3i) x (4 —1).
e Conjugado e Maédulo:

— Determine o conjugado e o médulo de z = 5 — 12i.
e Raizes de Numeros Complexos:

— Encontre as raizes quadradas de z = 44.

e Resolugao de Equacoes:



— Resolva 22 + 2z + 5 = 0 no conjunto dos nimeros complexos.
e Representacao no Plano Complexo:

— Represente os nimeros z; = 3+ 47 e 29 = —2+ 5¢ no plano complexo
e determine a distancia entre eles.

Conclusao

Os ntimeros complexos sdo uma extensao natural dos niimeros reais e fornecem
uma maneira de resolver problemas que nao tém solucoes no conjunto dos reais.
Entender as operagoes basicas, a representacao grafica, a forma trigonométrica,
a notagao cis(f) e as propriedades dos nuimeros complexos é essencial para
enfrentar questoes mais complexas em vestibulares e estudos avancados em
matematica.



