Matematicas II Junio 2010

PROBLEMA A.1. Dadas las matrices cuadradas

1 00 2 1 1
I={0 1 0 y A= 2 3 2
0 0 1 -3 -3 =2

a) Calcular las matrices (A -1 ) y A(A-21). (4 puntos)
b) Justificar razonadamente que
b.1) Existen las matrices inversas de las matrices A 'y A—-21. (2 puntos)
b.2) No existe la matriz inversa de la matriz A — 1. (2 puntos)
¢) Determinar el valor del pardmetro real A para el que se verificaque A" =A(A-21).

(2 puntos)
Solucion:
a) Cdlculo de (A—I)2
2 1 1 1 00 1 1 1
A-I=| 2 3 2 (-0 1 0=} 2 2 2
-3 -3 =2 0 0 1 -3 -3 -3
11 1)1 1 1 142-3  142-3  1+2-3) (0 0 0
(A-I1V=|2 2 2|2 2 2|=|244-6 2+44-6 2+4-6|=/0 0 0
0 00

-3 -3 -3){-3 -3 -3) (-3-6+9 -3-6+9 —-3-6+9

(A—1) esla matriz nula.

Cdlculode A(A-21)

2 1 1 1 0 0 0 1 1
2 0|=2 1 2
-3 -3 =2 0 -3 -3 =2 0 2 -3 -3 -4

2 1 1Yo 1
AA-20)=2 3 212 1
-3 -3 -2J{-3 -3 -4) (0 0 -1

0 0 2 1 1
A=-2I=2 3 2 |-210 1 O—[Z 3 2 |-
0 1
1
2

b) Para que exista la matriz inversa, el determinante de la matriz debe ser distinto de cero.

2 1 1
A=]2 3 2|=-12-6-6+9+12+4=1%20 — 3JA"
-3 -3 -2
0 1 1
A-21=]2 1 2|=-6-6+3+8=-120 — 3I(A-2])"
-3 -3 -4
11 1

‘A - [‘ =[2 2 2|=(comoF,=2F)=0 Porlotanto no existe la inversa de la matriz A - 1I.

-3 -3 -3



¢) Buscamos el valor de A/ Al =) (A-21)

Multiplicando la expresion anterior por la matriz A por la izquierda,

AAT=AL(A-21)

como A es un nimeroreal, AL = 1A

I =1A(A-21)

lamatriz A(A—-21) la hemos calculado en el apartado a), planteamos la igualdad matricial:

1 00 -1 0 O
01 0|=40 -1 0| » A=-1
0 0 1 0 0 -1
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Matematicas II Junio 2010

PROBLEMA A.2. Dadas las rectas de ecuaciones

5)C+y—Z=4 x—y=—5
r: y S:
2x=2y—z=-5 z=4

se pide:
a) Justificar que las rectas r y s se cruzan. (4 puntos)
b) Calcular razonadamente la distancia entre las rectas r y s. (3 puntos)
¢) Determinar la ecuacion del plano w1 que es paralelo y equidistante a las rectas r y s.

(3 puntos)
Solucion:
a) Para comprobar que las rectas r y s se cruzan calculemos punto y vector director de cada una de ellas.
Sx+y—z=4
r.
2x=2y—z=-5
—z=4 —z=4
Punto x=0 — Y - Y
—2y—-z=-5 2y+z=5

sumando ambas ecuaciones — 3y=9 — y=3

sustituyendoen I* — 3—-z=4 — z=-1

P(0,3,-1)
i j ok
— -1 =1 -5 =1 -5 1
vector director v, =|5 1 —1=1i —J +k =
y _ -2 -1 12 -1 |12 =2

= i(=1=2)= j(=5+2)+k(=10-2)==3 i +3 j— 12k =(=3,3,~12)
luego \Tr (-1,1,—4)

xX—y=-5
s
z=4
—y=-3 y=>5
Punto x=0 — — —  P(0,5,4)
z=4 7=4 ‘
ij ok
_ — —--1 0 -1 0 -1 -1 - - -
vector director v =1 —1 0|=i —J +k =—i—j+0k=
‘ o I "0 1, [0 0
0 0
=—i-j=(-1-10)

luego \7: (1,1,0)
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Procedamos a comprobar que las rectas se cruzan. Vamos a realizar los cdlculos de dos formas distintas.
Primera forma.

— — -1 1
v, =114 y v, (1LLO) Tii - no son paralelos

Veamos si las rectas se cortan, para ello resolvemos el sistema formado por las cuatro ecuaciones
que definen las rectas,

Sx+y-z=4
Sx+y—-4=4 Sx+y=8
2x—2y—-z=-5
5 - 2x-2y—-4=-5 —> <2x-2y=-1
X—yV=
y x—y=5 x—y=5
z=4

La segunda y tercera ecuaciones son incompatibles, coeficientes de incognitas proporcionales pero
no los términos independientes, por lo tanto el sistema no tiene solucion.

Rectas con vectores directores no paralelos y que no se cortan, las rectas r y s se cruzan.

Segunda forma.
Estudiar y comparar los rangos de las siguientes matrices:

— —  —
AI-—(V, vs) y M’'= ( Vv, :Iﬂ]ﬂ)
P P =(0,54)-(0,3,-1)=(0,2,5)
-1 110
|
M= 1 1 2
|
-4 015
-1 1
enM — ; ]=—]—]=—2¢0 — ran(M)=2
1 1 0 = secruzan
enM’ — 1 1 2|=-5-8-5=-18#0 — ran(M")=3
4 0 5
b)d(r,s)
Como las rectas r y s se cruzan podemos calcular la distancia entre ellas mediante la expresion:
B
d(r,s)=
v, X v,
-1 1 0
‘ \T ,7; , PP ”z 1 1 2||=/(calculado en el apartado anterior)=|—18|=18
-4 0 5
i j Kk
R — -1 -4 -1 -4 --11 T
v, Xv. =-1 1 —-4=i —J +k =4i-4j-2k=(4,-4-2)
11 0 1 0 1 0 1 1

v, X |28 (2) =36 =6

Finalmente d(r,s) = % =3u.l
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También podemos calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan de esta otra forma.

Vamos a buscar un punto de la recta r y otro punto de la recta s de forma que el vector que forman estos
dos puntos sea perpendicular a las dos rectas, de esta forma la distancia entre las dos rectas serd la
distancia entre esos dos puntos.

Sea P un punto cualquiera de r,

P.(0,3,1)
v, (~1,1,-4)
Sea Q un punto cualquiera de s,

P(0,5.4)
v (1,1,0)

Luego PQ=(u+A, ft—A+2,41+5)
Buscamos los valores de 1 y p de forma que FQJ.Z y P—Q>J_7;
W+ A, u—A+2,44+5)(-1,1,-4)=0 —U—-A+Uu—-A+2-16A-20=0
%
W+A, u—A+2,42+5)(U,1,0)=0 U+ A+u—A+2=0
{—]8/1—]8:0 {/1:—]
%
2u+2=0 u=-1

— P(-A,3+4,1-44)

O, 5+ u,4)

—>

Para A=-1 — P(1,2,3)
Para pu=-1 — Q,(-1,4,4)

Finalmente, d(r,s)=d(P),Q))=+(=1—17 +(#—2)+{#-3) =J4+4+1=3

c) Ecuacion del plano © que es paralelo y equidistante a las rectas r y s.
La ecuacion de este plano vamos a obtenerla de dos formas, andlogamente a lo realizado en los apartados
anteriores.
Primera forma.

Como rwllrys — 17,; = 17; XZ =(4,—4,-2) (del apartado b))
Luego el plano © paralelo a r y s tiene por ecuacion: 4 x—4y—-2z+ D =0 ydebe cumplir
que d(mr)=d(ms)

[4.0-4.3-2.(-D)+D| _|-10+D|
Como rllr — d(mr)=d(z P)= =
N+ () +(=2)? 6

R« (0339_])

[4.0-4.5-2.4+D| |-28+D|
Como xlls — d(ﬂ,s):d(ﬂ',PS): =
N+ () +(=2)? 6

P(0,54)

[-10+D| |-28+D|
6 6

—10+D=-28+4D — —-10=-28 No tiene solucion

<—10+D=—(—28+D) - —-10+D=28-D — 2D=38 — D=19

Igualando las distancias - |— 10+ D| = |— 28+ D| -

Elplano 7 serda: 4x-4y—-2z+19=0
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Segunda forma.
Considerando el proceso de resolucion del apartado b), en la segunda forma, el plano © pasard
por el punto medio del segmento de extremos Pyy Qo y sus vectores directores serdn los de las
rectas r y s,

ﬂ4:(1—{2+4,3+4j:(a3fzj
27 2 2 2

La ecuacion del plano © la obtenemos de la siguiente forma,

7
=0 y-3 z-1

Y 2
11 —4l=0

1 1 0

I I I Y AL I

ool YT o2 1T
7

4x—(y—3)4+(z—5j02)20

4x—4y+12-2z+7=0
4x-4y-2z+19=0

X

Elplano 7 sera: 4x-4y-2z+19=0
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Matematicas II Junio 2010

PROBLEMA A.3. Se quiere construir un estadio vallado de 1000 metros cuadrados de
superficie. El estadio estd formado por un rectingulo de base x y dos semicirculos exteriores
de didametro x, de manera que cada lado horizontal del rectingulo es didmetro de uno de los
semicirculos. El precio de un metro de valla para los lados verticales del rectangulo es de 1 euro

y el precio de un metro de valla para las semicircunferencias es de 2 euros. Se pide obtener
razonadamente:

a) La longitud del perimetro del campo en funcién de X. (3 puntos)
b) El coste f(x) de la valla en funcién de x. (3 puntos)
c) El valor de x para el que el coste de la valla es minimo. (4 puntos)

Solucion:
La forma del estadio vallado serd,

x/2

x/2

a) El perimetro a vallar medira: 2y +2n x/2=2y+ 7w x
Para poder expresar el perimetro en funcion de x, hay que buscar la relacion entre x e Y.
La relacion la obtendremos a partir del valor de la superficie del estadio (10000 m’)
El estadio estd formado por un rectdngulo y dos semicirculos,
- rectdngulo de lados x e y — Arp=xYy
- dos semicirculos de radio x/2 — Asc = (1/2) w (x2) = (12) m (x'/4) = © X'/8
el drea de los dos semicirculos serd: 2 © x*/8 = & x*/4

. /4
Area del estadio = xy + sz

Luego 10000 = xy + %xz despejemos y

T >
10000 -~ x
10000-Zx* =xy — y= 4~ _10000 7z
4 X X 4
Finalmente, P(x)= 2(10000 —zxj +7Tx= 20000 _fx +Tx= 20000 +£x
X X 2 X 2

b) Coste de la valla,

f(X)Zl-Z.(M—Exj+2ﬂx= 20000 7 4 og 20000 57
X 4 X 2 X 2

c) x/ coste de la valla sea minimo
20000 37z
= x

Debemos buscar el minimo de  f(x)= 5
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Previamente nos interesa conocer el dominio de f(x). Como x representa la longitud del lado de un
rectangulo debe ser un niimero positivo. Ademds, en la definicion de la funcion la x estd en el denominador
( no puede ser 0). Por lo tanto Dom f{x) = (0, +x )
, —-20000 37
x)= +=
f(x) = 2
Estudiemos el signo de f(x),

—-20000 3r& 20000 3r& >, 40000
—+—=0 - —=— — X =
X 2 X 2 37

200

X, == =~ 651470
[40000 200 ] " 3rx
x=% =%
3z 37 - 200
X, =—=——=¢& Dom f(x)
N3

Representamos en la recta real el dominio de f(x) y el valor de x obtenido anteriormente y estudiamos el
signo de f(x) en los dos intervalos que obtenemos,

x | f)

1| 22090, 37T 199952876 <0 1 A N ‘ / +
T 2 o i
~20000 37 —20000 37 3
100 424 + 20— 2420 _ 9712450
100> 2 10000 2 2 V37

. . 200 . .
Por lo que el minimo relativo se alcanza para x = T que ademds es el minimo absoluto puesto que la
V4

funcion es decreciente a la izquierda y creciente a la derecha.

200

3z

Solucion: el coste de la valla es minimo para x = 65147 m
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Matematicas II Junio 2010

PROBLEMA B.1. Dado el sistema de ecuaciones lineales que depende de los pardmetros a, b

yc
2ax+by+z = 3c
3x—-2by—2cz = a
Sax—2y+cz =-4b
se pide:
a) Justificar razonadamente que para los valores de los pardmetros a=0, b=-1y c=2

el sistema es incompatible. (3 puntos)
b) Determinar razonadamente los valores de los pardmetros a, b y c, para los que se
verificaque (X,y,z)=(1, 2,3 ) es solucidn del sistema. (4 puntos)

c¢) Justificar si la solucion ( x,y,z) = (1, 2,3 ) del sistema del apartado b) es, o no, tnica.
(3 puntos)

Solucion:

a) Justificar razonadamente que para los valores de los pardametros a =0, b=—-1 y ¢ =2 el sistema es
incompatible.

Para estos valores de los pardmetros el sistema queda:
—-y+z=06
3x+2y—-4z =0
—-2y+2z=4

Ahora podemos proceder a estudiar este sistema o fijarnos en la primera y tercera ecuaciones que tienen
proporcionales los coeficientes de las incognitas pero no los términos independientes. Vedmoslo,

-y+z=06

—2y+2z=4
-1
-2
2]=2=0

1
=—2+2=0
2

— rang(A) =1

Sistema Incompatible

1 6
‘2 4‘=4—12=—8¢0 — rang(A)=2

Por lo tanto, como la 1"y 3“ ecuaciones son incompatible el sistema inicial también es incompatible.

b)sa,byc?/(x,y,z)=(1,2,3)sea solucion del sistema.
Dando a las incognitas los valores indicados, el sistema queda:

2a+2b+3=3c 2a+2b—3c=-3
3—4b—-6¢c=a — <s—a—-4b—-6¢c=-3
Sa—4+3c=-4b Sa+4b+3c=4

Estudiemos este nuevo sistema cuyas incognitas son a, by c.
La matriz ampliada del sistema es:
2 2 -31-3

A=[-1 -4 —6'-3
5 4 31 4
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Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, A. A es una matriz 3x3, luego su madximo rango posible es

3.
|2|=2¢O — rang(A)>1
2 2
| 4:—8+2:—6¢O — rang(A)=2
2 2 -3
-1 -4 —-6/=-24+12-60—-60+48+6=-78#0 — rang(A)=3
5 4 3

Como el mdximo rango posible de A~ (que es 3x4) es también 3, entonces rang(A’) = 3
Por lo que rang(A) = rang(A°) = 3 = n° de incognitas — Sistema Compatible Determinado.
La solucion del sistema serd:

-3 2 -3
-3 -4 -6
4o 4 4 3 :36+36—48—48—72+18:—78:1
-78 -78 -78
2 -3 -3
-1 -3 -6
b 5 4 3 :—18+12+90—45+48—9: 78 __
-78 -78 -78
2 2 =3
-1 -4 -3
_ 5 4 4 :—32+12—30—60+8+24:—78:1
-78 -78 —78

Finalmente, (x,y,z)=(1, 2, 3 ) es solucion del sistemapara a=1,b=-1y c= 1.

c) Estudiemos el sistema para estos valores de los parametros a =1, b =—1 y c = I obtenidos anteriormente.
2x—y+z=3
El sistema que queda es:  |3x+2y-27=1]
S5x=2y+z=4
La matriz ampliada del sistema es:
2 -1 1,3
N=3 2 —211
5 -2 114

Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, A. A es matriz 3x3, luego su mdximo rango posible es 3.
2|=2#0 — rang(A)=1

252740 o rang(A) = 2

3 2

2 -1 1| C,+G 2 -1 0 ,

3 2 =2= 3 2 0:—1‘3 2‘:—1-(4+3)=—7¢0 —  rang(A)=3
5 -2 1 5 -2 -1

Como el mdximo rango posible de A" (A~ es 3x4) es 3, entonces rang(A”) = 3
Por lo que rang(A) = rang(A’°) = 3 = n° de incognitas — Sistema Compatible Determinado.

Por tanto la solucion (x,y,z)=(1,2,3) es unica.
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PROBLEMA B.2. Sea r la recta de vector director ( 2, — 1, 1 ) que pasa por el punto
P=(0,3,-1). Se pide:
a) Hallar razonadamente la distancia del punto A =(0, 1,0) alarecta r. (4 puntos)
b) Calcular razonadamente el dngulo que forma la recta que pasa por los puntos P y A con
larecta r en el punto P. (4 puntos)
c) Si Q es el punto donde la recta r corta al plano de ecuacion z = 0, comprobar que el
triangulo de vértices APQ tiene dngulos iguales en los vértices P y Q. (2 puntos)

Solucion:
De la recta r conocemos un punto y su vector director, es decir:
P(0,3,-1)
rid_.
v.(2,-1,1)
a)d(A,r) siendo A(0,1,0)
‘PAXV‘
d(A,r)=

r

PA=(0,10)-(03~-1)=(0,~2,1)

—_ —

- — =

o 21 —Jo 1 —Jo -2 — —

PAxv =0 =2 1|=1i - + k =—1i+2j +4k =(-1,2,4)
s I O | - R

‘Eﬁxﬁwz¢enz+f+42=%ﬁ

v =422+ (1) +17 =46

d(A, )—J__ J__ J_ Vr:—iiuz

b)
roo v (2,-11)

Angulo entre P(0,3,-1) -
- v, =(0,3,-1)-(0,1,0)=(0,2,-1)

N
A0, 1,0)
ondo o ( Aj  eosge LVl _[@-LD 02D 2-1 3 a, =567891°
siendo =|r,s COSOA =———7——= = =
v ||, J6 2% +(-1)? J6 V5 30 a, =3032109°

pero como o. es el dngulo entre dos rectas ( o < 90° ) entonces o. = 56 7891°

c)O=rN{z=0}
Obtengamos el punto Q,
P(0.3,-1) x=24
rid_. r:iy=3-41 AeR
v.(2,-1,1) =144
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La interseccion de esta recta con el plano 7z = 0 la obtenemos resolviendo la ecuacion:
-1+1=0 — A=1

x=2.1=2
Por lo tanto el punto de corte serd: y=3-1=2 — 0(2,2,0)
z=-1+1=0
El triangulo APQ serd,
(0 3 -1 Los dngulos que tenemos que comprobar que son iguales
0,3.-1) son:
B=(PAPQ) y y=(QAQP)
Cdlculo de p,
PA = (0,1,0) - (0,3,~1) = (0,-2,1)
A —
(0,1,0) N PO = (2.2.0)-(03-1) = (2.-LD)
Q(2,2,0) cos B = (0,-2,1) (2,-L1) _ 2+1 _ 3
JO (22 +12 22+ (=212 V56 30
Cdlculo de v,

04 = (0,1,0) — (2,2,0) = (~2,-1,0)

0P = (03,-1)— (2,2,0) = (-2,1-1)

~ (=2,-1,0) (=2,1,-1) C4-1 3
D D 107 =2+ 2 (=D V546 430

cos

Como cosff=cosy y By y sondngulosde un tridngulo (f y y < 180°) entonces p =y, que es lo que
queriamos comprobar.
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PROBLEMA B.3. Dada la funcién polinémica f(x) =4 - X%, se pide obtener razonadamente:
a) La gréaficadelacurva y=4— x*. (2 puntos)
b) El punto P de esa curva cuya tangente es perpendicular a la recta de ecuacién x +y =0.
(3 puntos)
c¢) Las rectas que pasan por el punto ( — 2, 1) y son tangentes a la curva y = 4 — x°,
obteniendo los puntos de tangencia. (5 puntos)

Solucion:
a) Grdficade y =4 —x°
Esta funcion es un polinomio de segundo grado, grdficamente es una pardbola. Para representarla basta
con calcular sus puntos de corte con los ejes coordenados y su vértice.
Corte con el eje OX — x =0, y:4—02:4 — (0,4)
Corte conelejeOY — y=0, 0=4-x — xX=4 — x=+2 — (2,0)y(-2,0)
Vértice xz_—bzizo - (0,4)
2a  2(-1)
La representacion grdfica de esta curva serd:

6
y

5

Otra forma de obtener la grdfica de esta curva seria mediante su estudio. Vedamoslo,
y=4—f
Es una funcion polinomica por lo tanto su dominio es el conjunto de los niimeros reales y no tiene
asintotas. Las ramas las estudiaremos si es necesario.
Domy =R
Puntos de corte,

Corte con el eje OX — x =0, y:4—02:4 — (0,4)

Corte conelejeOY — y=0, 0=4-x — xX=4 — x=+2 — (2,0)y(-2,0)
Monotonia,

y'=—-2x

-2x=0; x=0

+\ = Crecienteen (—o,0) y

(') decreciente en (0, + o)

Madximos-Minimos
Del estudio anterior obtenemos que,

7N

0

Luego en el punto (0, 4 ) hay un mdximo

La representacion grdfica de esta curva serd la realizada anteriormente.

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com



b) Buscamos un punto P ¢ { y =4—x2}/{recta tangente a yenP}J-{x +y=0/}
Sea P (a, b ) larectatangente a la curva en este punto tiene por pendiente y -,
y'==2x — Yiu=-2a
La pendiente de larecta x+y=0 {y=-x} es —1
Como las dos rectas deben ser perpendiculares, el producto de sus pendientes serd — 1, luego
(-2a).(-1)=-1; 2a=-1; a=-1/2
Calculemos la ordenada del punto P,

2
2 2 4 4

Por lo tanto el punto P buscado serd el (_71 , %)

¢) Rectas tangentes a la curva { y = 4 — x° } que pasan por (-2, 1)

Sea(a,4 —d’)el punto de tangencia entre la recta y la pardabola.

Como la recta debe pasar por los puntos (—=2,1) y (a,4—d), la pendiente de esta recta serd:
oAy 4-a*-1_3-a’

Ax a—(-2) a+2

Como la recta debe ser tangente a la pardbola en el punto (a, 4 —a* ), la pendiente de esta recta debe ser:
Yiea, cOMmo y ' ==2x — yia=-2a

Por lo tanto:

2
374 _ hy 5 3—a=—2d’—4a — a’+4a+3=0
a+?2
Resolviendo esta ecuacion,
—4+2__1
a_—4i1/42—4.1.3_—4i«/16—12_—4i\/z_—4i2_ 2
2.1 2 2 2 —4—2__3
2
Los puntos de tangencia, (a , 4 — a’ ), serdn:
para a= -1 — (-1,4—(-1f)=(-1,3)
para a= -3 — (=1,4-(-3f)=(-3,-5)
Las rectas, que pasan por el punto (-2, 1 ), serdn:
para a= -1 — m=-2(-1)=2 para a= -3 — m=-2(-3)=6
y=1=2(x-(=-2)) y-1=6(x-(-2))
y=1=2(x+2) y=1=6(x+2)
y—-1=2x+4 y—1=6x+12
y=2x+45 y=6x+13

Solucion:
recta y=2x+5 y puntodetangencia (—1,3)
recta y=6x+ 13 y punto de tangencia (—-3,-5)
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