Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il - PAU

Junio de 2002 - Convocatoria ordinaria

Resolucion razonada de los cuatro problemas de cada ejercicio. El examen permite elegir tres problemas de uno de los ejercicios; aqui se
desarrollan todos.

Ejercicio A

Problema 1- Region factible y funciones lineales

Las restricciones delimitan una regién del primer cuadrante comprendida entre dos rectas. Para represen-
tarla, buscamos primero sus vértices. Sobre el eje y (z = 0), las desigualdades dan 3 < y < 5, de modo que
aparecen (0,3) y (0,5). La interseccion de las rectas se obtiene resolviendo

=5
THy=o, y=4=y=2, z=3.
z+3y =9,

Asi, el tercer vértice es (3,2) y la region factible es el tridangulo formado por esos puntos.

at
T+Yy=>5

Como las funciones objetivo son lineales, sus extremos en esta region poligonal se alcanzan en alguno de
los vértices. Evaluamos ambas funciones en los tres puntos:

(z,9) [ (0,3) (0,5) (3,2)
flz,y) = :17+3y 9 15 12
g(z,y) = 3 5 -1

fmax =15€n (0,5), fmin=9€n(0,3);  gmax=5en (0,5), gmin=—1en (3,2)|

Problema 2 - Reparto de viajeros y recaudacion

Sean z, y y z los viajeros que pagan, respectivamente, el billete completo, el 20% y el 50%. El total de viajeros
y la relacion indicada en el enunciado proporcionan

T+ y+ z =500, y = 2.
Los precios son 9,0,2-9=18Yy 0,5-9 = 4,5 euros; la recaudacién afade la ecuacién
9z + 1,8y + 4,52 = 2115.
Sustituimos y = 2z y z = 500 — 3z en esta Ultima igualdad:
9x + 1,8(2z) 4+ 4,5(500 — 3x) = 2115 = 12,62 + 2250 — 13,5z = 2115 = o = 150.

Entonces y = 300y z = 500 — 150 — 300 = 50. Los tres valores son enteros no negativos y suman los 500
viajeros.

150 viajeros pagaron el billete completo, 300 pagaron el 20%, 50 pagaron el 50%.
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Problema 3 - Maximo y variacién de la velocidad

La distancia recorrida pertenece al intervalo 0 < z < 200. La funcion es polindmica, por lo que esta definida
en todo R; para este problema su dominio fisico es [0,200]. La escribimos desarrollada y derivamos:

f(z) = —0,00055z(z — 300) = —0,0005522 + 0,165z, f'(x) = —0,0011z + 0,165.
Para localizar el maximo interior resolvemos f’(z) = 0:
—0,0011z + 0,165 = 0 = = = 150 m.

Para justificar el signo en cada intervalo, probamos = = 100 en (0,150) y = 180 en (150,200): f’(100) =
0,055 > 0y f/(180) = —0,033 < 0. Por tanto, la velocidad crece en [0, 150] y decrece en [150,200]. El cambio de
positiva a negativa confirma un maximo en z = 150.

F(150) = —0,00055(150)(—150) = 12,375 = % m/s,  f(200) = —0,00055(200)(—100) = 11 m/s.

. . 99
La velocidad maxima es 3 m/sy se alcanza a 150m; llega a metaallm/s.

Problema 4 - Probabilidad de escuchar muisica

Sea M el suceso «escuchar musica». Las tres emisoras se sintonizan con probabilidad 1/3. En una rama del
arbol multiplicamos las probabilidades sucesivas; para obtener un mismo suceso por caminos incompatibles,
sumamos sus probabilidades conjuntas.

/M(l) P(ANM)=1/3
A(1/3) —
M (0) 0
M (1/2) 1/6

Emisora — B (1/3)

\’M

(1/2) 1/6
M (1/2) 1/6
/
C(1/3)
%
M (1/2) 1/6

Sumamos los caminos que terminan en musica:

1 1 1 2
P(M) = P(A)P(M | A) + P(B)P(M | B) + P(C)P(M | C) = 2 + ¢ + & = 3.
Para la probabilidad pedida en b), aplicamos la definicion de probabilidad condicionada. Como «estar en B»
y «no escuchar musica» es un camino del arbol,

P(BN'M) 16

_ 1
PBIM) == =13~z

2 — 1
P(M)=3,  P(B|M)=3.
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Ejercicio B

Problema 1- Programacion lineal y beneficio

Sean z e y los paquetes de tipo A y B. El beneficio que se quiere maximizar es B = 6z + 5y. No se pueden
vender mas refrescos de los disponibles, asi que las restricciones son

3x + 2y <120, 3z + 4y < 180, x>0, y>0.
Como el beneficio es lineal y la region factible es un poligono, el maximo se alcanza en alguno de sus vértices.

Estos son (0,0), (40,0), (0,45) y la interseccion de las dos rectas de recursos. Resolvemos esta interseccion:

=2y=60=y=30, x=20.
3z + 4y = 180,

{3x + 2y = 120,
Al evaluar el beneficio en los vértices,

(z,y) | (0,0) (40,0) (20,30) (0,45)
B=6x+5y| 0 240 270 225

El mayor valor es 270 y se obtiene con cantidades enteras de paquetes, por lo que no hace falta ajustar la
solucion.

Debe vender 20 paquetes de tipo A y 30 de tipo B; el beneficio maximo es 270 €.

Problema 2 - Recta paralela e interseccion
El vector director del lado AB se obtiene restando las coordenadas de sus extremos:

AB=B-A=(1-0,2-1)=(1,1).
Una recta paralela tiene ese mismo vector director. Al pasar por C = (3,0), su ecuacion paramétrica es
(z,y) = (3,0) + A(1,1), es decir r=3+X y=A\
Eliminando el parametro resulta y = x — 3. Para hallar la interseccion con x + 3y = 2, sustituimos esa relacion:

+3z—-3)=2=4r=11=> L _ U 3= !
T ar = — x—4, y—4 =7

=3 P<11’_1.
y=A 4° 4
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Problema 3 - Tasas medias de variacién
La tasa media de variacién de una funcion en [a,b] es

_ f) ~ fla)
TVM,(f) = =5 —
Aqui f(t) = 2,1t 4+ 0,8t — 1 expresa el beneficio en miles de euros, cont =0en 1991y ¢ = 9 en 2000. En todo
el periodo,
f0)=-1,  f(9)=21-81+08-9—1=176,3,

176,3 — (—1 . ~
TVMoq(f) = ’#() = 19,7 miles de euros/ano.
Los dos ultimos anos correspondena¢=8y¢t=9. Como f(8) =2,1-64+0,8-8 — 1= 139,38,
176,3 — 139,8 . .
TVMg g(f) = W = 36,5 miles de euros/afio.

Ambas tasas son positivas, de modo que el beneficio crece en los dos intervalos. La tasa mayor en los dos
ultimos afnos indica que crece mas deprisa al final.

19,7 miles de €/afno en 1991-2000; 36,5 miles de €/afno en 1999-2000. \

Problema 4 - Aciertos en un examen tipo test

Cada pregunta tiene una probabilidad p = 1/3 de acierto; la de fallo es ¢ = 1 — p = 2/3. Al haber cuatro
preguntas independientes, el nimero de aciertos X sigue una binomial X ~ Bin(4,1/3). Aprobar significa
obtener al menos dos aciertos, es decir, X > 2. Para una binomial, la probabilidad de obtener exactamente
k éxitos es P(X = k) = (})p"¢"~*. Usamos el complementario, que solo requiere los casos de cero y un

acierto:
2\* /4\1 /2)\? 1 2 11
PX>2)=1-PX=0-PX=1)=1-(=2) — (s :1——6—3—:§:—.
3 1/3\3 81 81 81 27

11
P(aprobar) = N 0,4074.
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