PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria de junio de 2012

Se desarrollan razonadamente las dos opciones del examen.

Opcion A - Ejercicio 1. Rango y sistemas matriciales

La matriz de coeficientes es

ko kK
A=11 -1 &k
2k -2 2

a) Rango segun k. Calculamos el determinante, que permite saber cuando la matriz tiene rango maximo:

+ k2

detAk:‘_l k 1 k 1 —1‘

-2 2 2% 2 2%k —2
=2k(k —1) — 2k(1 — k?) + 2k*(k — 1) = 4k(k — 1)(k + 1).

-+

Sik #0,1,—1, el determinante no se anulay rg(A) = 3. Parak =10k = —1, el menor de las dos primeras filas
y columnas primera y segunda vale —2k # 0. Para k = 0, el menor de las filas segunda y tercera y columnas
primeray tercera vale 2. En los tres casos singulares existe, por tanto, un menor de orden dos no nulo; como
el determinante es cero, el rango es 2. Conclusion. rg(A) =3sik ¢ {-1,0,1} yrg(4) =2sik € {-1,0,1}.

b) Sistema AX = B para k = 2. Sustituimos k = 2 y resolvemos el sistema equivalente:

20 4+ 2y + 4z = 12,
r—1y+ 2z =06,
dor — 2y + 2z = 8.

Al dividir la primera ecuacion entre dos queda x + y + 2z = 6. Restandola de la segunda ecuacién en forma
adecuada se obtiene 2y = 0, asi que y = 0. Las ecuaciones primera y tercera se reducen entoncesaxz+2z = 6

y 2z + 2z = 4. De la primera, = 6 — 2z; al sustituir en la segunda, 12 — 3z = 4, de donde z = S y 2 = 2.
Conclusién. Para k = 2, la solucion es (z,y,2) = (2,0, 3).

¢) Sistema AX = C para k = 1. En este caso, la tercera fila de la matriz de coeficientes es el doble de la
segunda. Para que el sistema fuese compatible, el término independiente de la tercera ecuacion tendria que
ser también el doble del de la segunda. Sin embargo, en C = (4,3,3)T se tiene 3 # 2 - 3. Las matrices de
coeficientes y ampliada tienen rangos distintos, por lo que Rouché-Frobenius indica que no hay solucion.
Conclusion. Para k = 1, el sistema AX = C es incompatible.

Opcion A - Ejercicio 2. Coplanaridad, volumen y plano mediador
Tomamos como origen P; = (1,3, —1) y calculamos los vectores que unen este punto con los otros tres:
PP =(a—1,-1,1), PP=(0,25), PP=(1,-33)

a) Coplanaridad. Cuatro puntos son coplanarios si el determinante de esos tres vectores es cero:

a—1 0 1
det| -1 2 —3|=70Ba-4)=0.
1 5 3

Conclusion. Los cuatro puntos estan en un mismo plano cuando a = %

b) Volumen del tetraedro. El volumen de un tetraedro es un sexto del valor absoluto del determinante de los
tres vectores concurrentes:

1 7
V=g ‘det (P1P2,P1P3,P1P4)‘ = Z[3a—4
Imponemos el volumen pedido, V =T7:
7
6|3a—4| =7 < |[3a—4|=6.

Portanto, 3a—4 =603a—4=—6,quedana =% ya = —2. Conclusion. El volumenes 7 paraa = Y 0a = —

win
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¢) Plano de puntos equidistantes de P, y P;. El lugar geométrico de los Euntos equidistantes de dos puntos
es el plano mediador del segmento que los une. Su vector normal es P, P; = (0,2,5). lgualamos las distancias
al cuadrado de un punto genérico X = (z,y, 2):

X -PP=|X-PP <= 2P-P) X=|B?- |
Como |P3|?2 =42y |P|? = 11, resulta 4y + 10z = 31. Conclusion. El plano pedido es 4y + 10z — 31 = 0.

Opcion A - Ejercicio 3. Condiciones sobre una funcion ctbica

Buscamos a, b, c para que f(x) = 2® + ax? + bz + c tenga en 2 = 1 un maximo relativo de valor 2 y un punto
de inflexion en z = 3. La condicidon de maximo exige f(1) = 2y f’(1) = 0; la condicién de inflexién requiere
f”(3) = 0y un cambio de concavidad.
f'(x) = 32% + 2ax + b, " (x) = 6x + 2a.
Las tres condiciones dan el sistema
l+a+b+c=2, 3+2a+b=0, 18 + 2a = 0.

De la ultima ecuacidén a = —9; la segunda proporciona b = 15, y la primera da ¢ = —5. Comprobamos el caracter
del extremo: (1) =6 — 18 = —12 < 0, por lo que en z = 1 hay un maximo relativo. Ademas, f”(z) = 6(xz — 3)
cambia de signo al pasar por = = 3. Conclusion. a = -9, b = 15y ¢ = —5. La funcién es f(z) = 2% — 922 + 15z — 5.

Opcion A - Ejercicio 4. Integrales definidas

a) Para integrar ¢2* cos x aplicamos integracion por partes dos veces. SiI = [ e?** coszdxy J = [ ¢** sinz dz,
se obtiene

1, ., 1 L. 1
I= 5[e2 cosz|j + 57 J= 5[.ez sinz]? — T

Asi, I = 1(—e’™ —1) — 11, y por tanto

1
i 2
I=—- (62"4—1).
5
., 4 2
Conclusién. / 2 coszdr = _g(e% +1).
0

b) En la segunda integral hacemos el cambio u = cos 2z, de modo que du = —2 sin 2z dz. Los extremos x = 0
yx = 7 setransformanenu =1y u = —1:

™2 sin2z 1 7Y du 1 R
———dr=—= = —[arctanu]l, = —
o 14cos?2z 2/, 1+wuw? 2 4

Conclusion. El valor de la integral es Z.

Opcion B - Ejercicio 1. Dominio, derivada y extremos

a) Dominio y limite de f. La funcion es
3z +In(z+1)
r)= ——=.
/() ——
El logaritmo exige z + 1 > 0y, al estar la raiz en el denominador, se requiere z? — 3 > 0. Al intersectar
ambas condiciones queda = > /3; por tanto, Dy = (v/3,+00). Para el limite en +oo, dividimos numerador y

denominador por z:

In(z+1)
) e e
Jm f@) = lim N 3
1;2
pues "HD ;0. Conclusién. Dy = (v/3, +00) y lim_f(z)=3.

b) Derivada de g(z) = (Inz)* en z = e. Como la variable aparece tanto en la base como en el exponente,
escribimos g(z) = e*"("*) (para z > 1) y derivamos mediante la regla de la cadena:

g (x) = (Inx)* <In(|n x) + |1> )

nx
Enz=¢,Ine=1y (Ine) =1, luego ¢g'(e) = 1. Conclusidn. ¢'(e) = 1.

c) Cortes y extremos de h. Como h(z) = sin(r — z) = sinz, sus ceros en (0,27) se obtienen de sinz = 0: el
Unico es = = m. Ademas, h/(z) = cosz; los puntos criticos del intervalo satisfacen cosz = 0, es decir, z = § y
x = 2%, Sus ordenadas son 1y —1, respectivamente. Conclusion. El corte con el eje z es (,0); los extremos
relativos son el maximo (%, 1) y el minimo (3, —1).
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Opcion B - Ejercicio 2. Rectas alabeadas y distancia

Pasamos las rectas a forma paramétrica, como se indica en la forma continua de r;:
r1:(x,y,2) =(2,1,0) +¢(3,-5,2), ro: (x,y,2) = (—=1,3,5) + s(—1,1,0).

Sus vectores directores no son proporcionales. Para comprobar si son coplanarias, calculamos el producto
mixto con el vector que une los puntos P = (2,1,0) y Q = (-1, 3,5):

PO=(-3,2,5),  (3,-5,2) x (—1,1,0) = (—2, -2, —2),

PG - ((3,-5,2) x (~1,1,0)) = —8 0.

El producto mixto no nulo indica que las rectas no son coplanarias; por ello son alabeadas. La distancia entre
dos rectas alabeadas se calcula mediante

4

8 _
23~ V3

Aqui ||(—2, -2, —2)|| = 2v/3, asi que Conclusién. Las rectas son alabeadas y su distancia minima es
4v3
.

Opcion B - Ejercicio 3. Rango y ecuacion matricial
La matriz B tiene cuatro columnas, por lo que su rango no puede superar 3. Calculamos sus cuatro menores
de orden tres (uno por cada eleccion de tres columnas); estos son

—40(a—1), —36(a—1), 36(a—1), 20(a—1).

Sia # 1, el primero es no nuloy rg(B) = 3. Para a = 1, todos los menores de orden tres se anulan. Sin embargo,
el menor de orden dos formado por las dos primeras filas y columnas primeras y segundas vale —14, por lo
que el rango es 2. Conclusion. rg(B) =3sia#1yrg(B) =2sia=1.

b) Calculo de X para a = 0. La ecuacion es AX = B, con

0 1 2 4 -1 1 =2
A=|-2 -1 0], B=|-2 -3 -7 =8
1 0 1 3 2 3 3

Como det A = 4 +# 0, podemos despejar X = A~!B. Realizando primero la inversa y después la multiplicacion,

L L 1 2 3 4
— S WS —ap=|o —
At={3 -3 1), X=47B=[(0 -1 1 0
1 1

Conclusién. La matriz que verifica AX = B para a = 0 es la indicada.

Opcion B - Ejercicio 4. Determinante de orden cuatro

Restamos la cuarta fila a cada una de las tres primeras; estas operaciones no cambian el determinante. Se
obtiene una matriz triangular inferior por bloques:

r 1 1 1 r—1 0 0 0
1 11 0 ~1 0 0
1 ? = 117 o yo 2—1 o=@~ Dy-D-1.
11 1 1 1 1 11

Conclusioén. El determinante vale (z — 1)(y — 1)(z — 1).
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