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PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
Una firma automovilistica fabrica tres modelos de coches: M1, M2 y M3, y produce un 35% de
vehiculos en Estados Unidos, un 45% en China y un 20% en Alemania.

En la planta de Estados Unidos se fabrican un 38% de vehiculos del modelo M1, un 42% del
M2 y un 20% del M3; en la de China un 42% del M1, un 40% del M2 y un 18% del M3; y en la
de Alemania un 24% del M1, un 40% del M2 y un 36% del M3.

El control de calidad ha detectado que en Estados Unidos un 3% de los coches presenta algun
tipo de defecto, en China un 4% y en Alemania un 1%.

1.1  (0.75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que un coche seleccionado al azar presente
algun tipo de defecto?

1.2 (0.75 puntos) Si un coche no presenta ningin defecto, ;Cudl es la probabilidad de que
esté fabricado en Estados Unidos?

1.3 (1 punto) Dados 9 coches fabricados en Alemania, calcular la probabilidad que al menos
3 sean del modelo M2.

Solucion:
Utilizamos los siguientes sucesos:
EU = coche fabricado en EEUU CH = coche fabricado en China AL = coche fabricado en Alemania

D = coche defectuoso D = coche no defectuoso
Para los apartados 1.1y 1.2 utilizamos los siguientes datos del problema:

Una firma automovilistica fabrica tres modelos de coches: M1, M2 y M3, y produce un 35% de vehiculos en
Estados Unidos, un 45% en China y un 20% en Alemania.

El control de calidad ha detectado que en Estados Unidos un 3% de los coches presenta algiin tipo de defecto,
en China un 4% y en Alemania un 1%.

003 D
EU
0°35 _
097 D
004 — D
El drbol del problema es: 0745 ch
0°96 D
0720 001 D
AL
099 )

1.1 ;Cudl es la probabilidad de que un coche seleccionado al azar presente algiin tipo de defecto?
La probabilidad pedida es P(D)
P(D)=0735.003+045.004+0720.001=070305

Solucion: la probabilidad de que un coche seleccionado al azar presente algiin tipo de defecto es 070305.
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1.2 Si un coche no presenta ningiin defecto, ; Cudl es la probabilidad de que esté fabricado en Estados Unidos?

La probabilidad pedid PEU—j
a probabilidad pedida es [ﬁ)

(EW) EUﬂD) 035-0°97 _035:097 _ 97 _,0e0
D I=P(D) 1-00305 277

Solucion: si un coche no presenta ningiin defecto, la probabilidad de que esté fabricado en Estados
Unidos es 0°3502.

1.3 Dados 9 coches fabricados en Alemania, calcular la probabilidad que al menos 3 sean del modelo M2.
Para este apartado el drbol a utilizar es:

M1 P(coche fabricado en Alemania sea del modelo M2) = 0°4
0724 Siendo X = niimero de coches del modelo M2 de un total de 9,
X=B(9,04)
AL 0°40 M2 La probabilidad pedida es P (X =3 )

P(X23)=1-P(X<2) ={segiin la tabla de la binomial}=
=1-02318=07682
0°36
Solucion: la probabilidad pedida es 0°7682.
M3

También podemos calcular la probabilidad de forma directa:

P(X23)=1-P(Xx <2)=1-[P(X =0)+ P(X = 1)+ P(X =2)]=

9 9 9
=1- HOJ 04°-06° + [1] 04" -06° + [2] 04 -0’67} = 07682
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2.1 Una empresa de produccién agricola desarrolla fertilizantes que combinan tres nutrientes
esenciales: nitrégeno (N), fosforo (P) y potasio (K). Se representan por X, y, z las
cantidades en kilogramos a usar por lote de N, P, K, respectivamente. Estas cantidades
deben cumplir las siguientes restricciones:

3x+4y+az=30
-2x+y+z=4
2x-y+az=10
donde «@ es un parametro real.
2.1.1 (1.25 puntos) Discutir, en funcién del pardmetro ¢; el sistema de ecuaciones anterior.

2.1.2 (1.25 puntos) Obtener las cantidades X, y, z en el caso de que el sistema sea compatible.

Solucion:
2.2.1
3 4 a)30
La matriz ampliada de este sistema es: A=-2 1 1 i 4
2 -1 @l 10

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3. A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo
rango de A~ es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

3 4 «
-2 1 l|=3a+20+8-20+3+8a=11a+11
2 -1 «
lla+11=0;, lla=-11 — az_]—I]I:—]
Si a#-1

/A /#0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A°) = 3 = n’ incégnitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Si a=-1
3 4 —-1}30
A=l-2 1 zi4
2 -1 —-1110
la,|=]3=3=0
— ran(A)=2

Sabemos que /A / = 0, estudiemos el rango de A, 3 4
7 =3+8=11#0

En A’ a partir del menor no nulo de orden 2 anterior formamos el menor de orden 3 aiiadiéndole la 3°
fila y 4 columna:

3 4 30
-2 1 4|=30+60+32-60+12+80=154+#0 — ran(A")=3
2 =110

Por lo tanto, ran(A) = 2 #3 = ran(A”), luego el sistema es incompatible.
Solucion, si a# - 1, el sistema es compatible determinado;
si a=-1, el sistema es incompatible.
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2.2.2 El sistema es compatible (determinado) para o # — 1.
3x+4y+az=30

El sistema a resolver es: -2x+y+z=4
2x—y+az=10
A=11a+11, {a#-1 — Illa+1#0}

Resolviendo por Cramer,

30 4
4 1 1
|10 -1 o 30a-4a+40-10a+30-16a 70
- lla+1l la+11 Clla+11
3 30
-2 4 1
|2 10 o 120-200+60-80:—30+60a 30+44c
YT lla+ 1l la+11 T lla+11
3 4 30
-2 1 4
2 -1 100 154 11-14 14
- lla+11 la+11 1(a+1) a+l
( 70
= i,
lla+11
30+44c
Si a#-1, lasolucion es: y= lla+11
14
- v
a+l

.
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2 3 -1 2 0 -1
A= , B= y C= 5 b
I m 1 5 S m

donde m es un pardmetro real, se pide:

2.2 Dadas las matrices

2.2.1 (0.5 puntos) Calcular el producto AB y la matriz traspuesta de AB.
2.2.2 (0.75 puntos) En los casos en los que A es invertible, calcular la inversa de A.

2.2.3 (0.75 puntos) Resolver la ecuacién matricial BX + A’=C.

Solucion:
2.2.1 Calcular AB vy la matriz traspuesta de AB.

e 2 3\(-1 2) (2:(-D+3-1 2:2+3-5\ ( 1 19
1 o m)\ 1 5) \1~D+m-1 1-24m-5) \m=1 5m+2

(AB)’=(I m‘lj

19 S5m+2

1 19
AB=
(m—] 5m+2j
1 -1
(aB)=| " "
19 Sm+2

2.2.2 Enlos casos en los que A es invertible, calcular la inversa de A.
A es invertible si /A / #0

Solucion:

3 3
=2m-3, 2m-3=0;, 2m=3, m=5

2
A=,

Si mi% 3A™
Cdlculo de A™':

2 3 \menores ([ ]\ adjuntos ([, — ]\ vraspuesta [y -3
A= - - -
1 m 3 2 -3 2 -1 2

m -3
-3
Finalmente, (A )_1: 1 n _|2m-3 2m-3
2m-3\—-1 2 -1 2
2m—3 2m-—3
m -3
_ _ 3
Solucion: AT = 2m—=3 2m-3 cuando m # —
-1 2 2
2m—-3 2m-—3
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2.2.3) Resolver la ecuacién matricial BX + A> = C
Despejemos X:
BX=C-A%* si 3B, multiplicando por B’ por la izquierda: B' BX=B' (C-4A%)
IX=B' (C-A%); X=B' (C-4A%).
Veamos si existe B,

-1 2 -
|B| = =-5-2=-7#0 — 3B
15

Cdlculo de B:
(—] 2) menores (5 ] Judjuntus( 5 _]j traspuexm( 5 _ZJ » ] ( 5 _ZJ
B= - - - - B =— =
1 5 2 -1 -2 -1 -1 -1 -7\-1 -1
Cdlculo de A2,
A2 2 3\(2 3 B 2-2+3-1 2-343-m 3 7 6+3m
71 m)\1 m) \1-24m-1 1-3+m-m) \24+m 3+m’
Cdlculo de C - A?,
, (0 =1 7 6+ 3m -7 =7-3m
C-A"= 2 | = 2 |7
S m 24+4m 3+m 3—m -3

Cdlculo de X,

0

N |~

1(—5 2}(—7 —7—3m]_£(—5‘(—7)+2'(3—m) —5.(—7—3m)+2.(—3)]

X=B'(C-A")=Z =
71 1)3-m -3 7L (=) +1-G=-m)  1-(=7=3m)+1-(=3)

41-2m 29+ 15m
_1(35+6—2m 35+15m—6j ](4]—2171 29+]5mj_ 7 7

-7+3-m —-7-3m-3 7

7 "7\ —4-m —10-3m) | —4-m —10-3m

7 7

41-2m 29+ 15m

7 7
—4-m -10-3m |

7 7

Solucion: X =
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2x+4y—-2z=0
—x+y+5z=3

3.1.1 (0.75 puntos) Calcular la distancia entre el punto (3, 1, — 2) y el plano 7, en funcién del
pardmetro real a.

3.1 Dadoselplano 7=2x+a y—z+3=0 Yylarecta rz{

3.1.2 (0.75 puntos) Para a = 4, calcular el dngulo que forma la recta r con el plano .

3.1.3 (1 punto) Para a = 3, calcular el punto simétrico del punto (25 - ]) respecto del

plano 7.

Solucion:
3.1.1 Calcular la distancia entre el punto P (3, 1, — 2) y el plano 7, en funcion del pardmetro real a.
2:3+a-1-(-2)+3] 6+a+2+3 |lI+
sy 23 a =23 _prar2+3_|ii+d

\/2 +a’+(=1)° Vs+a®  s+d?

|Il+a|

NS+a’®

La distancia del punto (3, 1,-2) alplano 7 es

3.1.2 Para a = 4, calcular el dngulo que forma la recta r con el plano 7.
Debemos obtener el vector normal del plano

Sia=4, m2x+4y-z+3=0 — n,(2,4,-1).

y el vector director de la recta

B\ %
2x+4y-z=0 S hd 4 —d- |2 -1~ |2 4» - - -
r= - v,=| 2 4 —1|= i— jt+ k=21i-9 j+6k
—x+y+5z=3 1 5 -1 5 -1 1
-1 1 5
Luego v, =(21,-9,6)
Siendo f3 = (; Zj > [ j 90°- (ﬁ :j
a7 | (21,-9,6) (2,4, 1) _l2-36-6] o
cos ff=1—

iy T2 49y 46 P 44+ (1) N58N2 53821

v .

A

cos =0 — [=90° — (r,ftj:90°—90°:0

Solucion: la recta r con el plano x forman un dngulo de 0°.
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9
3.1.3 Para a =3, simétrico del punto P(E,i -1 j respecto del plano .

Sia=3 m2x+3y-z+3=0 — n,2,3-1)
El proceso para el cdlculo del simétrico es:
1°) Recta, s, que pasa por P y es perpendicular a 7.

punto P(;,S, —Ij

De la recta s conocemos:

v.director,s L& —v, =n_(2,3,~1)
xX= 2 +24
2

Las ecuacion paramétricade s, s:{y=5+31 AeNR

z=—1-4

2°) Punto de corte entre s y 7 (M).
Sustituyendo los valores de x, y, z de la recta en la ecuacion del plano:

2(§+2ﬂj+3(5+3/1)—(—1—/1)+3=0; 9+ 4A+15+9A+1+A+3=0; 141+28=0;

14a=-28, A="28__5
14
9 1
==+2(-2)==
. . x 2 ( ) 2
Sustituyendo este valor en la ecuacion de la rectar: )y =543 (-2)=—]
z=—1-(-2)=1

Entonces M (é -1, 1) .

+P

3°) P’ serd tal que =M.

P+P =2M — P=2M-P= 2(%,—1,1 —@,5,—1):(1,—2,2)—@,5,—1):

-7
Solucion: P’(T, -7, 3].
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1 -2
3.2 Dadalarecta r: x;r =2=< =§ que depende del pardmetro real ¢, y la recta

—x+y+z=1
S .
xX+2y—z=2

3.2.1 (1.25 puntos) Calcular el valor del pardmetro real ¢ para el que r y s son
perpendiculares.

3.2.2 (1.25 puntos) Suponiendo que «# 0, obtener la recta paralela a s que pase por el punto
de r cuya coordenada z vale 0.

Solucion:
321 ;a?/ rls.

—

— - —
Paraque r1ls, v. L v, — v -v =0

Obtengamos los vectores directores de ambas rectas:

v, =(2.3.0)
I
colr o1 a2t T T e 0T e ke =3 -3k =(=3.0.-3)= (1.0, 1)
e I T E A / B AN e
12 -1
vor =(2,3,0)-(1,0,)=2+a — 2+a=0, a=-2

Solucion: a= -2.

3.2.2 Si a#0 jrecta t?/t//sy t pase porun puntoder, P, con z=0.

Paraz=0, en r: x+I:y_—2:2, comod#0 — 2=0 - x+I:y_—2:0 -
2 3 o o 2 3
Lo L 1200 x=-I
2
) — P(-1,2,0)
1%—:0 S y-2=0; y=2

- -

- -
Como t//s v, Ilv, — Vt=vs=(1,0,1)

punto (—1,2,0)

De la recta t conocemos { , Su ecuacion paramétrica es

5
vector director v, = (I, 0,1 )

x=—1+1
t:iy=2 AeR
z=A1
x=—1+1
Solucion: la ecuacién de larecta t es 1Y =2 /169{.
=4
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4.1 Se considera un prisma triangular de altura h cm, cuya base es un tridngulo equildtero de
lado x cm. El prisma tiene area total (area que incluye el area de las caras laterales y de
las bases superior e inferior) igual a 10 cm®. Se pide:

4.1.1 (0.5 puntos) Expresar el area total del prisma en funcién de x y h.

4.1.2 (1.5 puntos) Obtener los valores de x y 2 que maximizan el volumen.
4.1.3 (0.5 puntos) Hallar dicho volumen.

Solucion:

El prisma triangular es: ! de 10 cm’ de drea total.
h

D ¢

El drea lateral 'y el volumen del prisma: A, =A, +2-A,,,=3xh+2A

ase base

y V = Abase ’ h

4.1.1 Expresar el drea total del prisma en funcion de x y h.

Calculemos el drea de la base del prisma. Las bases de este prisma, segiin enunciado, son tridangulos

equildteros:
X »
A =7y, obtengamos y en funcion de x.
X y X En el triangulo rectangulo, aplicando Teorema de Pitdgoras:

2 2 2 2

5 5 X % W B , X , 3x
X“=y 4| =; xX=y +—; =x"—-— =—;

Y ( j Y 4 Y 4 Y 4

N X

x e y son longitudes, por tanto son positivas,

3
I S R T G £
Y4 T base = 4

V3 V3
4 2

=3xh+

Luego, A, =3xh+2

2
X3
Solucién: el drea total del prisma en funcionde x y h es: A =3x h+ 5 x,h>0,
4.1.2 Obtener los valores de x y h que maximizan el volumen.
2
Elvolumen del prisma es: 'V =A,,  -h= al f h. Como en esta expresion tenemos dos variables hay

que buscar una relacion entre ellas. Sabemos que el drea total es 10 cn’.
20-x°3
A3 A3 .

_20-x°V3 _20-x°3

3xh+ =10, despejemos h: 3xh=10—- 3Sxh="—"+""": h= 2

2 2 2 3x 6x
Como x, h > 0 obtengamos los posibles valores de x, debe ser 20— xX’A3>0
20 — xz\/} =0, xzx/g =20; x’= %; x=x= }% . La inecuacion de 2° grado tiene coeficiente de x
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[20
negativo, grdficamente + — Ycomo x>0 — xe (0, \EJ (0,3°3981)

V3 V3

Por tanto, V(x)= x24\/§ 20~ V3 — ¥+/3 (ZO_XZ\E): x/3 (20—x2x/§)_ X3 (20—x2\/§):

6x 24x 24 B 24

204/3 x - 3x° 20
NI ATIE 0, 0, 33981
24 xe( ‘\NE] ( )

Debemos calcular el mdximo de V(x)

204/3-9x* 20+/3 — 9x°
24 24

Vi(x)=

9

; Vi) =0;

como x>0, x= ﬂz]’9619€ 0, &
9 V3

V(x)= _lex y V”[W/ ZO;EJ <0 — enx= 1/ ZO;E hay un mdximo relativo.

V(x) sélo tiene este mdximo relativo que serd el absoluto ya que a su izquierda la funcion es creciente y a
su derecha decreciente.

Para

2
20— W/ZO\/} J3 20 20\/_\/— 0 20:3 L, 20 40
20+/3 9 - Ty YTy 3

Che= 3 3

= I'1327
9 2043 \/20\/_ T 2J2003 22043 22043
6{\/9J 5

Los valores que maximizan el volumen son x=19619cm y h=1"1327 cm.

4.1.3 Hallar dicho volumen.

Calculando el volumen usando el valor aproximado de x:

- 3x’ Nk _ - 3
V(x):20\/§2+3x S varesio =203 ]961;4 3(1'9619)

Calculando el volumen usando el valor exacto de x:

2043, \/20\/_ {\/20\/5 3

=1"8878

9

V(x)zm NS 1/20*5 = 1’8878
24 9 24

Solucién: el volumen pedido del prisma es de 18878 cm’.
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4.2 Dada la funcion real de variable real f(x)= +x, se pide:

4
(x—1y
4.2.1 (0.5 puntos) Calcular el dominio de definicién y las asintotas de f.

4.2.2 (0.75 puntos) Indicar, si existen, los extremos, y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de f.
4.2.3 (0.5 puntos) Representar graficamente la funcién y = f{x).

4.2.4 (0.5 puntos) Calcular la integral indefinida | f{x) dx.

Solucion:
4.2.1
Dom f(x),
(x=17=0;, x-1=0; x=1 — Dom f(x)=R-{1}
Asintotas,

verticales,
Posible asintota vertical x = 1.
Lim iz+x =i+1 =oo+]=00 — x=]1eslaasintotavertical.
S (x-1) 0

horizontales,
Lim # 2+X = 4 +(—00):0—oo:—oo
e | (x=1) +oo

— no hay asintota horizontal.

Lim 4 >+ X :i+(+00):0+oo:+oo
X—>+o0 ()C — ]) + co

oblicua,
y=mx+n

4
2
m=Lim S )=Lz’m (x =0 =Lim 2+I =—+1=0+1=1
x>0 X X0 X x> x(x_]) oo

n = Lim (f (x)—mx) = Lim {&+X—x}=Lim[ 4 }:4:0
X—> oo X—> o0 X— fo%e)

La asintota oblicua es y = x

Por lo tanto, Dom f(x) =R —{1}, su asintota vertical es x =1 y su asintota oblicua y = x.

4.2.2 Extremos y monotonia de f{(x)

Extremos,

—4-2(x-1) -8

)=———7-—+ == +1

=y ey

’ _8 _8 3

x)=0; +1=0; =—1; (x=-1) =8§; x—]={/§; x—1=2;, x=3

f0=0 5 = (x=1)

f”(x):_(_8)3(x_])2= 4. (3= 24 =ﬁ>0 — en x = 3 hay minimo relativo

(x—1) (1) G-Iy 16 Y ‘
4

Para x=3, f(3)=

+3=4 — Minimo relativo de f(x) el punto ( 3, 4 ).

(3-1)
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Monotonia,
Tenemos que estudiar el signo de f(x) en los siguientes intervalos:

©
1

3

x=0, f0)= 0“§3+1=9>0

( 8) + _ s
x=2, f’(2):(2__—])3+1:—7<0 1 3
x=4, 4= =8 =L

+l=—>
-1’ 27
luego, f(x)es decreciente en (1,3) y creciente en (—oo, 1)U (3, + o).

Solucion: f(x) tiene un minimo relativo en el punto (3,4 ) y
f(x) es decreciente en (] , 3 ) y creciente en (— oo, | ) U (3 ,+ 00).

4.2.3 Representacion grdfica de f(x).
De f(x) conocemos: Dom f(x) = I ~ {1}, asintota vertical x = 1, asintota oblicua y = x, minimo

relativo (3,4 ), creciente en (— oo, [ ) U (3, + 00) y decreciente en (] ,3 )

Para representar la funcion debemos calcular sus puntos de corte con los ejes coordenados.

4
x=0, f(0)_m_4 - (0,4)

J =0, %”:0; 4+x(x=1Y=0; 4+x(X’=2x+1)=0; 4+x'-2x"+x=0

X =2x+x+4=0
Resolviendo esta ecuacion por Ruffini:

1 -2 1 4
—1 -1 3 -4
1 -3 4 /0

Resolvamos la ecuacion de 2° grado que falta,

(=3 + (=32 —4.7. + ./ —
X =3x+4=0;, x= (NS 414:3_ 7
2-1 2
Por lo que, si f(x)=0, x=-1

sin soluciones.

Los puntos de corte con los ejes son: (0,4) y (-1,0)
Representando la informacion:

5

0, 4)
4
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Y la representacion de la funcion serd:

7 4

4.2.4 Calcular la integral indefinida /] f(x) dx.

If(x) dx=j(ﬁ+x} dx=jﬁdx+jx dx,

= —I — —
J‘dexz - Jizdx=—4= 4
(x—1) dt=dx |’t t x—1
2

dex=x7

-4 X
Por lo que xX)dx=—+—+C
que [ f(x) 5
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