PAU Madrid - Matematicas Il

Acceso a la Universidad para mayores de 25 anos - UCM, 2025

El examen pide responder una opcidén completa. Se resuelven ambas para repasar todos los ejercicios.

Opcion A. Ejercicio 1. Sistema de ecuaciones

Sean B, C'y M los numeros de bolas, campanitas y mufiecos. Traducimos a ecuaciones los datos del enun-

ciado: B ) .
B+ C+ M = 46, C+M:5+1, §B+C+§M:46.

De la primera y la segunda ecuacion,
B 3
467825+1 = §B:45 = B =30.
Asi, C + M = 16. Al sustituir B = 30 en la condicién del coste:
7 7

Restamos C' + M = 16 para eliminar C: 3M = 15, luego M = 6 y C = 10. Conclusién. En el &rbol hay 30 bolas,
10 campanitas y 6 munecos de Papa Noel.
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Opcion A. Ejercicio 2. Funcidn con valor absoluto

La funcion es
e_‘w‘

Ho) =

Como 1 + |z| > 0 para todo real y la exponencial siempre esta definida, el dominio es R. Es util escribirla por
tramos:

em

fz) = 1 imx’

z <0,

a) Continuidad y derivabilidad
En cada tramo la expresién es continua y derivable. En z = 0,

lim f(z) = 1= f(0) = lim_f(x),

r—0— z—0t
asi que f es continua en todo R. Para comprobar la derivabilidad en el punto de cambio, calculamos las
derivadas laterales:

— 7

JA (P it} YY) B i G )

(1—-2)% |, IR CRIED Sl

Como no coinciden, f no es derivable en 0. Conclusién. f es continua en todo R y derivable para z # 0, pero
no es derivable en x = 0.

b) Paridad

El valor de f solo depende de |z|, y | — z| = |z|. Por tanto,

o2l ozl

Conclusién. f es una funcién par.
¢) Extremos relativos
Derivando en cada tramo:
e*(2 — x)
. z <0,
N -
] ef(z+2) >0
7(1 n ;C)Q ; X .

Para = < 0 todos los factores de la primera expresion son positivos, asi que f'(x) > 0. Para z > 0, la segunda
expresion es negativa. La funcion crece hasta 0 y decrece después; en consecuencia, alcanza un maximo
relativo en el punto de cambio:

£(0)=1.
Ademas f(z) > 0y tiende a cero cuando x — +oo, pero nunca vale cero; por ello no tiene minimo. Conclusién.
El unico extremo relativo es un maximo en (0, 1); no hay minimos relativos.

d) Asintotas

La funcion esta definida y es continua en toda la recta, por lo que no puede tener asintotas verticales. En
ambos extremos,
lim f(x)= lim f(z)=0.

TrT—r—00 xr——400

Conclusion. La Unica asintota es la horizontal y = 0, tanto en +00 como en —co.
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Opcion A. Ejercicio 3. Paralelepipedo

Sean O_fl =(1,0,0), @ = (u,v,0)y O? = (r,s,t). Las tres aristas tienen longitud 1, y cada par forma un angulo
de 60°; por el producto escalar, el producto de dos vectores de longitud uno debe ser cos 60° = %

a) Coordenadas de By C

El vértice B esta en el plano OXY y en el primer octante, asi que v > 0. De OA - O? = % se obtiene u = %

Como |OB| =1,

1 3

1—!—112:1 S v:%.

Por tanto, B = (%, @, 0). Para C, las condiciones con OAy OB dan
S SZ SO R
X 2 27 2 6

La longitud unitaria determina la tercera coordenada, y el primer octante fija su signo:

1 1 2 V6

t2:1—77—:7 t=—.
i 123 — 3

Conclusién. B = (1,3 0)y C = (1,3, 5),

b) Volumen
El volumen de un paralelepipedo es el valor absoluto del determinante de sus tres aristas concurrentes:

b W0 NV,

V = |det 5 3 5

o m‘am\w

o O =
sl

Conclusion. El volumen del paralelepipedo es @ unidades cubicas.
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Opcion A. Ejercicio 4. Probabilidad

Los datos son P(4) = 0,5, P(B) = 0,3, P(ANB) = 0,2y P(AnC) = 0,1. También se indica que B y C son
independientes.

a) Probabilidad condicionada P(C | A)
Usamos la definicion de probabilidad condicionada:

P(AnC) 0,1 1
PC|A)=—"——"2="1=02=_.
(@14 P(A) 0,5 02=73

Conclusién. P(C' | A) = 1.

b) Independenciade Ay B

Dos sucesos son independientes siy solo si P(AN B) = P(A)P(B). Aqui
P(A)P(B) =0,5-0,3=0,15# 0,2 = P(AN B).

Conclusién. Ay B no son independientes.

¢) Compatibilidad de los datos y valor de P(C)
La probabilidad condicionada proporciona

_P(AN(BUC) 036 1
PAIBUC) =—F5E0e) ~ PBLO) ~ 2

de donde P(BUC) = 0,72. Sip = P(C), laindependencia de By C da
P(BUC) = P(B) + P(C) — P(B)P(C) = 0,3+ p — 0,3p.
Al igualar a 0,72, se obtiene p = 0,6. Sin embargo, los datos de las intersecciones con A imponen
P(AN(BUC))=P(ANB)+P(ANC)—P(ANBNC)<02+0,1=0,3,

lo que contradice el valor 0,36 dado en el enunciado. Conclusion. La condicion de unidén y la independencia
fuerzan P(C) = 0,6, pero este valor no resuelve el conjunto de datos: el enunciado es inconsistente y no
existe una distribucion de probabilidad que satisfaga todas sus condiciones.
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Opcion B. Ejercicio 1. Matriz de Gram y sistema

La matriz dada y su producto son

1 -1 2 —b -1
A=(0 b |, C=AAT=[-b > 2
1 2 -1 20 5

a) Invertibilidad de C

La matriz A tiene dos columnas independientes: las filas primera y tercera forman el menor
1 -1

de modo que rg(A) = 2. Al ser C = AAT de orden 3, surango es 2 (también se comprueba con el menor de C

en las filas y columnas primera y tercera, que vale 9). Por tanto, det C' = 0 para todo b. Conclusién. C no tiene
inversa para ningun valor real de b.

T 0
b) Discusionde C' | v | = [ O
Z 1

La matriz de coeficientes es C'y su rango es 2. Para comprobar la compatibilidad cuando b # 0, observamos
que w = (b,3,—b)”T cumple ATw = 0, asi que w?'C = 0. Si el sistema tuviera solucién, al multiplicarlo por w”
resultaria

2 0 -1
cC=(10 0 O
-1 0 5

El sistemaqueda2r —2=0,0=0y —z + 5z = 1. De la primera, z = 2z; en la tercera, 9z = 1. Asi,

1 2 .
z= =, y libre.

z==,
9 9

En este caso rg(C) = rg(C*) = 2 < 3, asi que hay infinitas soluciones. Conclusién. Si b = 0, el sistema es
compatible indeterminado y sus soluciones son (%, t, %); si b # 0, es incompatible.
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Opcion B. Ejercicio 2. Crecimiento, raices y area
Sean f(z) = 22 — 7, g(z) = senz y
F(z) = g(z) — f(z) = senz — 2% + 7.
a) Crecimiento y decrecimiento de £ en [0, 7]
El signo de F’ determina la monotonia:
F'(z) =cosz — 2z +m, F'(z)=—senz—2<0 (0<z<m).

Asi, F' es estrictamente decreciente. Como F'(0) = 1+7 > 0, F'(m) = —=(1+7) <0y F'(5) = 0, este es su
Unico cero. Por tanto, F' crece hasta 7 y decrece después. Conclusién. F' es creciente en [0, 7] y decreciente
en [T, 7.

b) Las (nicas soluciones de f(z) = g(x)

La igualdad equivale a 22 — 7z = senx. En 0 < = < 7, el miembro izquierdo es negativo y el derecho positivo,
por lo que no puede haber soluciones; en los extremos z = 0 y x = « si hay igualdad. Tampoco aparecen
soluciones fuera de ese intervalo. Si z < 0, poniendo ¢ = |z| y usando |senz| < |z|:

x2—7rx:t2—|—7rt>t2 sencz.

Sim < x < 27, entonces 2 — 7z > 0y senz < 0. Para z > 27, 22 — 7z > 272 > 1 > senz. En todos esos casos
los miembros son distintos. Conclusién. Las uUnicas soluciones reales sonz =0y z = 7.

¢) Area entre las graficas
En (0,7) se cumple g(z) > f(x), asi que el area encerrada por las dos curvas es

A= /Ow(g(ac) — f(z))de = /Oﬂ(senx — 22 + 7x) d.

. ope 3 2 .
Una primitiva es — cosx — %~ + =5—; al aplicar la regla de Barrow:

Is 7TIL'2 ¥ 7'(d
A=|-cosz— —+ —| =2+ —.
{ T3 T L %

e . 3 .
Conclusion. El area encerrada es 2 + % unidades cuadradas.
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Opcion B. Ejercicio 3. Posicion relativa y perpendicular comtin

De y — 2z = 0 resulta y = 2z. Tomando z = ¢ en la otra ecuacion, la recta r queda

r=1-—t
ridy=2t . d.=(-1,2,1).
z=1

La otra recta ya esta en forma paramétrica:

r=1+up
S:QyY=8—u ) ds = (1,-1,2).
z=—-11+42p

a) Posicion relativa

Los vectores directores no son proporcionales. Para comprobar si las rectas se cortan, igualamos coordena-
das. La ecuacion de x da p = —t; al sustituir en la ecuacion de y, se obtiene 2t = 8 + ¢, luegot =8y u = —8.
Pero la ecuacion de z exigiria entonces 8 = —11 + 2(—8) = —27, una contradiccién. Por tanto, no se cortan y
tampoco son paralelas. Conclusion. Las rectas son alabeadas.

b) Recta perpendicular que cortaar y s

SeanR=(1—-t,2t,t)eryS=(1+4pu,8—p,—11+2u) € s. El vector que une esos puntos es
ﬁ:S—R=(t+u78—u—2t, =11+ 2u — t).

Para que la recta RS sea perpendicular aambas, imponemos que este vector sea perpendicular a cada vector
director:
RS-d.=5—6t—pu=0, RS-d—=t+6u—30=0.

La soluciénest =0y p = 5. Por tanto, R = (1,0,0), S = (6,3,—-1) y

RS =(5,3,—1).
Tomando R como punto y ese vector como direccion, la perpendicular comun, en forma paramétrica, es
r=1+45\,
£:Qy =3\, AeR.
g ==,

Conclusioén. La recta ¢ corta a ambas rectas y es perpendicular a sus vectores directores.
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Opcion B. Ejercicio 4. Probabilidad y aproximacidn normal

a) Probabilidad de que un fallecido de mas de 80 aiios sea hombre

Sean H el suceso "el fallecido es hombre" y E el suceso “tiene mas de 80 afos". Usamos las frecuencias de
decesos por sexo y franja de edad:

N(HNE)=17688 - 0,728 = 12876,864, N(H N E) = 14964 - 0,544 = 8140,416.
La probabilidad condicionada es la proporcion de hombres entre todos los fallecidos de mas de 80:

12876,864 67067

P(H|E)= —
(H| E) 12876,864 + 8140,416 109465

~ 0,61268.

Conclusioén. La probabilidad es aproximadamente 0,6127.

b) Mas muertes de hombres entre 100 decesos de mayores de 80

Sea X el numero de hombres entre los 100 fallecidos. Cada caso tiene probabilidad p = P(H | E) =~ 0,61268
de ser un hombre, por lo que X ~ Bin(100, p). Sus parametros normales de aproximacion son

1 =np~ 61,268, o= +/np(l —p) ~ 4,871.
“"Mas hombres que mujeres” entre 100 personas significa X > 51. Con correccion de continuidad:

50,5 — 61,268

> ~
P(X > 51) P<Z> s

) = P(Z > —221) = P(Z < 2,21) ~ 0,9864.

Conclusion. La probabilidad aproximada de que haya mas decesos de hombres es 0,9864.
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