Matematicas I1 Julio 2025 Extra

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Los vuelos que llegan a un aeropuerto se clasifican en tres grupos: vuelos puntuales, vuelos con
retrasos de hasta tres horas y vuelos con retrasos de mas de tres horas. La puntualidad de los
vuelos se ve afectada por las condiciones meteorologicas del momento. Si las condiciones
meteoroldgicas son buenas, el porcentaje de los vuelos que llegan con puntualidad es del 70%
mientras que el 10% llegan con mas de tres horas de retraso. Si las condiciones meteorologicas
son malas, el porcentaje de los vuelos que llegan con puntualidad es del 40% mientras que el
30% llegan con més de tres horas de retraso. Se calcula que el 90% de los dias las condiciones
meteoroldgicas son buenas.

1.1 (0.5 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que un vuelo llegue con mas de 3 horas de
retraso?

1.2 (1 punto) Sabiendo que un vuelo ha sido puntual, ;cudl es la probabilidad de que las
condiciones meteoroldgicas fueran malas?

1.3 (1 punto) Un pasajero realiza un vuelo a dicho aeropuerto, desde donde debe tomar otro
vuelo a su destino final. Este segundo vuelo enlaza si el primero llega con 3 horas o
menos de retraso. Si realiza este viaje una vez al mes durante un afio y viaja siempre en
condiciones meteoroldgicas buenas ;cudl es la probabilidad de que pueda enlazar con el
vuelo a su destino final en todos sus viajes?

Solucion:

Consideramos los siguientes sucesos:
MB = condiciones meteorologicas buenas MM = condiciones meteorologicas malas
VP = vuelo puntual VR3 = vuelo con retraso de hasta tres horas

VR3+ = vuelo con retraso de mds de tres horas

De los datos del enunciado,
“El 90% de los dias las condiciones meteorologicas son buenas” — P(MB)=09 y P(MM) =01l

“Si las condiciones meteorologicas son buenas, el 70% de los vuelos llegan con puntualidad, el 10% llegan
con mds de tres horas de retraso” —  [100— (70 + 10) = 20] el 20% llega con hasta tres horas de retraso.

“Si las condiciones meteorologicas son malas, el 40% de los vuelos llega con puntualidad, el 30% llegan con
mads de tres horas de retraso” — [100— (40 + 30) = 30] el 30% llega con hasta tres horas de retraso.
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El d@rbol del problema es:
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VR3+
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1.1 ;Cudl es la probabilidad de que un vuelo llegue con mds de 3 horas de retraso?
La probabilidad pedida es: P(VR3+)
P(VR3+)=09.01+0°1.03=0"12

La probabilidad de que un vuelo llegue con mds de 3 horas de retraso es de 0°12.

1.2 Sabiendo que un vuelo ha sido puntual, ;cudl es la probabilidad de que las condiciones meteorologicas
fueran malas?

La probabilidad pedida es: P(MM VP)

P(MM NVP) 0'1-04 4
pMM /) = = =00597
( X/P) P(VP)  09-07+01-04 67

La probabilidad pedida es de 070597.

1.3 Un pasajero realiza un vuelo a dicho aeropuerto, desde donde debe tomar otro vuelo a su destino final.
Este segundo vuelo enlaza si el primero llega con 3 horas o menos de retraso. Si realiza este viaje una vez al
mes durante un ario y viaja siempre en condiciones meteorologicas buenas ;cudl es la probabilidad de que
pueda enlazar con el vuelo a su destino final en todos sus viajes?

Como siempre viaja en condiciones meteoroldgicas buenas, la probabilidad de que en un viaje enlace con el
segundo vuelo sera P(VP) + P(VR3)=07+02=079

Como viaja 12 veces, la probabilidad de que pueda enlazar con el vuelo a su destino final en todos sus
viajes serd 09" = 07282429... = 072824.

La probabilidad pedida es de 02824.
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Matematicas II Julio 2025 Extra

1 0 m

2.1 Se considera lamatriz D=|{m 0 -1|, que depende del pardmetro real m, y las matrices

2 -1 1

E=( 4 3) y F=| 2|
~1

Se pide:

2.1.1 (0.5 puntos) Indicar, si existen, los valores del pardmetro m para los que D tiene

inversa.
2.1.2 (1 punto) Calcular las matrices EF y (F E), si existen.

2.1.3 (1 punto) Resolver, para m = 0, la ecuacién matricial con incégnita X:

Lxi+p=p"
2
Solucion:
2.1.1 ;m?/ 3D
AD™ si |D|=0.
I 0 m
D|=|m 0 -—l=-m’-1
2 -1 1
-m’=1=0; m’ =—1I, m==*+—1no tiene soluciones reales

Por lo tanto, la matriz D tiene inversa para cualquier valor de m.

2.1.2 Calcular las matrices EF y (F E), si existen.
E es una matriz 1x3 y F es 3xl, luego existe EF que serd 1xI.
1
EF=(1 4 3)| 2 |=(1-1+4-2+3-(-D)=(6)
-1

F es una matriz 3x1 y E es 1x3, luego existe FE que serd 3x3 y también existird (F E)'.

1 1 4 3 1 2 -1
FE=|2|(1 4 3)={2 8 6| - (FE)=|4 8 -4
—1 -1 -4 -3 3 6 -3
1 2 -1
Solucién: EF=(6) y (FE)=|4 8 —4|.
3 6 -3
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2.1.3 Resolver, para m = 0, éX +D=D".

Para m = 0, en el apartado 2.1.1, hemos obtenido que existe D’

Despejemos X:

éX+D:D’; éX:DJ—D; x=2(p"-D)
Cdlculo de D'
1 0 0
p=lo o0 -1| |p|=(m*-1),_,=-1
2 -1 1
‘0 —1‘ ‘0 —1‘ ‘0 0
50 o -1 1|12 1| |2 -1
menores 0 0 ] 0 ] 0
D=0 0 -1| —
s -1 1 21 |2 -1
B o -1 1 o] |1 o
o -1 1 -1 0 0
-1 0 0 -1 0
traspuesta
- -2 1 1| FinalmenleD_Izﬁ -2 1
0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
Luego, X=2||2 -1 —-1|-|0 0 -1||=2
0o -1 0} \2 -1 1
0 0 0
Solucion: X =| 4 -2 0.
-4 0 -2

‘ -1 2 0 § -1 =2
adjuntos

=l 0 1 -1 - 0 1

0o -1 0 0 1

0 -1 0 0 1 0 0

l|l=—|-2 1 1|=|2 -1 -1

0 0 1 0 0o -1 0
0 0 0 0 0 0
2 =1 0|=| 4 =2 0
-2 0 -1 —4 0 -2
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Matematicas II Julio 2025 Extra

1 -1 m+1
2.2 Dada la matriz A= 0 1 m |,
m—1 0 b)

2.2.1 (1.25 puntos) Estudiar el rengo de la matriz A en funcién del pardmetro real m.

1
2.2.2 (1.25 puntos) Para m = 0, calcular la matriz inversa de — A, si existe.

6
Solucion:
2.2.1 Rango de A en funcion de m.
A es 3x3 por tanto el mdximo rango de A es 3.
1 -1
En A el menor 0 =1#0 — ran(A)=2
Estudiemos el menor de orden 3,
1 -1 m+1
0 1 m=5-mm—-0)—m+DH(m—-D=5-m’+m-m’>+1==2m"+m+6
m—1 0 5
m_—1+7_—3
—1+\P-4-(-2)6 -1+ T4 2
2m’+m+6=0, m= > 2( ) = ]47: ]47 2

Por lo tanto,

Si m;é_?j) ym#2, A/#0 — ran(A) =3

Sim= _73 o m=2, JA/=0 (antes hemos obtenido que ran (A) =2, luego ran(A) = 2

Solucion:

Si m¢_73 y m#2, ran(A)=3.

Si m=_73 0o m=2 ran(A)=2.

2.2.2 Para m = 0, calcular la matriz inversa de éA.
Como m=0 (m# _73 y m#0) — JA/#0 por lo tanto existe la matriz inversa de A.

La matriz inversa de é A serd una matriz B tal que éA B =1, A B = 6 I; multiplicando por la

izquierda por A, A" AB=A"61: IB=6A"; B=6A".

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com



I -1 1
Para m=0 A=| 0 1 0| y |A=(-2m*+m+6)] =6

m=0
-1
Cdlculo de A’
‘1 0 ‘0 0 ‘0 1‘
1 -1 1 0 5 =13 =10 50 1) 50
menores —] 1 1 1 1 -1 adjuntos
A=l 0 1 0| — =l-5 6 -1| — 56
I 5 0 3 15 =10 1 0 I 1 0
B -1 1 11 |1 -1 B B
1 0 1o o o 1
5 -1 55 -1 55 -1
traspuesta
- 0 6 0| FinalmenteA_IZﬁ 0 6 0 :é 0 6 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
; 5 5 -1 5 5 -1
Luego B:6g 0 6 O0|=(0 6 0
1 1 1 1 1 1
y 5 5 -1
1
Solucion: (gAj =10 © 0
1 1 1
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Matematicas II Julio 2025 Extra

3.1 Dados los planos 7;: 2x—a’y—az=a—-1 y m:(a—1)x—ay—-z=a, se pide:

3.1.1 (1.5 puntos) Estudiar en funcién de a si los planos anteriores coinciden, son paralelos no
coincidentes o se cortan.

3.1.2 (0.5 puntos) Calcular, para a =0, el dngulo entre los planos 7; y 7.

3.1.3 (0.5 puntos) Calcular, para a =0, la distancia del punto P=(1,0,-1) y el plano ;.

Solucion:
3.1.1 Estudiar en funcion de a si los planos anteriores coinciden, son paralelos no coincidentes o se cortan.

7 coincidente con .

Debe cumplirse que 2 -4 _za_a ]; 2 & _a_a-l esto da lugar a tres
a-1 -a -1 a a-1 a 1 a
ecuaciones:
2 &
a-1 a 2a=a’ -d’ a’—a’-2a=0 a(az—a—2):0
2]:% — <2=a’-a — <a’—-a-2=0 - Ja’-a-2=0
a—
2 _a-1 2a=(a-1)° 2a=a’-2a+1 a’—4a+1=0
a-1 a
Resolvamos cada una de las ecuaciones,
a, =0
( ) g _1+3_2
ala®-a-2)=0 —(=DEJ(=D>=4-1-(- + 2=, T
i ea—2o0 aCDENCI 4 1(2) 143 2
2.1 2 1-3
a,=—>=—]
2

a’-a-2=0; vya resuelta: a,=2 y a,=-1

(= F (=2 —4.]. + + =2++/3
a’—4a+1=0; a= (HEVE 411:4_\/524_2\/§=2i\/§= @
2-1 2 2 a5=2_\/§

No existe valor de a para el que se cumplan las tres ecuaciones simultdneamente. Luego no existe
valor de a para el que los dos planos sean coincidentes.

7y 7 paralelos no coincidentes.
2

— - -1 2 ? -1
Debe cumplirse que =—2 _"2,¢8 ; =2 2,8 esto da lugar a dos
a-1 —-a -1 a a-1 a 1 a
ecuaciones y una desigualdad.:
2 a’ Las dos ecuaciones las hemos resuelto antes.
a-1 a 1% ecuacion: a=0,-1y 2. 2%ecuacion: a=-1y 2.
2 _a Las dos ecuaciones se cumplen para a = — 1y 2. Veamos si para estos valores de a
a-1 1 se cumple la desigualdad.
2 a—1
a_];t a Para a=-1, 2 # ! ]; i?&—z; —1#2 S
—-1-1 -1 -2 -1
Para a = 2, Liﬂ; g;ﬁi; ];ti ST
2-1 2 1 2 2

Para a=-1y 2 m y m son planos paralelos no coincidentes.
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Ty m Ssecortan.
La posicion relativa de dos planos puede ser coincidentes, paralelos no coincidentes o que se corten.
Como 7 y 7 no son coincidentes y son paralelos no coincidentes para a =— 1y 2 entonces se cortan
para a #-1y2.

Solucion: para a=-1y 2 7 y m son planos paralelos no coincidentes y para a #-1y 2 se
cortan.

3.1.28i a=0, ;jdangulo entre m 'y m?
Para a=0, m: 2x=-1y m: —x —z=0.
El dngulo entre los dos planos es igual al dngulo entre sus vectores normales.

—

n, =200) y n, =(-1-10)

A

COS(;AJJ (2,0.0) (=1,-1.0)| _Hd_ 2 2 (nﬁ %j:450
7,0, \/22+02+02 \/( ]) +( ]) +02 \/5 2\/5 2 z°r,

Luego, el dngulo entre m 'y m es de 45°.

3138t a=0y P=(1,0,-1), ;d(P,7m;)?
Para a=0, 7m: 2x=-1, 7m: 2x+1=0.

2-1+1|

N22 407 +0°

d(P,xz,)=

_3
2

Luego, la distancia del punto P=(1,0,-1)y el plano 7 es 3/2.
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Matematicas II Julio 2025 Reserva

x=Il+a
3.2Dadoelplano m 2x+y—-3=0 ylarecta r:<y=-1-2«, se pide:
z=1

3.2.1 (1.25 puntos) Obtener la ecuacion del plano perpendicular a 7 y que contiene a r.

3.2.2 (1.25 puntos) Calcular, si existe, un plano paralelo a 7 y que contenga a r.
Solucion:
3.2.1 Obtener la ecuacion del plano, o, perpendicular a 7 y que contiene a r.
Del plano o necesitamos conocer un puno y dos vectores directores.
v, =(1,-2,0)=u,

Como rco —
P=(-11)=P,

Como olzx — n,=(210)=w,

— — I
Los vectores U, y Wo- no son p(lI”CIZEZOS ya que sus coordenadas no son proporcionales (— +—
2 1

por lo que sirven como vectores directores del plano © .
x—1 y+1 z-1 : £
La ecuacion de o serd: 1 -2 0 |=0; (z—])‘2 ]‘:0; (z—=1H5=0, z—-1=0
2 1 0

Solucion: la ecuacion del plano pedido es 77— 1 = 0.

3.2.2 Calcular, si existe, un plano paralelo a © y que contenga a .
(Existe plano w? / W/ &y rcy
Como w//nw — w:2x+y+D=0.
Como r cy — los puntos de la recta r verifican la ecuacion del plano y:

21+ )+ (-1-2a0)+D=0;, 2+2a-1-2a+D=0; 1+D=0;, D=-1

Solucion: la ecuacion del plano pedido es 2x +y— 1 = 0.
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Matematicas II Julio 2025 Extra

4.1 Dadas las funciones f{x) = -7+ 16 y g(x)= x°, obtener:

4.1.1 (1.25 puntos) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos de
de la funcién y = f{x).

4.1.2 (1.5 puntos) El area de la superficie finita encerrada entre las curvas f(x) y g(x).
Solucion:
4.1.1 Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos de de la funcion y = f(x).
La funcion y = f(x) es un polinomio por lo que Domy = .
y=x'-7x+16
y=4x —14x y'=12x-14

Monotonia.
x=0
y=0; 4xX -14x=0; x(4x-14)=0
4 -14=0, 4 =14 »=22-7. xzi\/zzi]’87
4 2 2
Debemos estudiar el signo de y~ en los siguientes intervalos:
L L L x y,
I L] I 3 _
" 0 = 214 2)3 14 (-2)=—4
V2 2 -1 |4 -14(-DH=10
_ 1’87 1°87 1 |4-F-14-1=-10
2 |4-2-14-2=4
Luego:
— + — + Por tanto, y = f(x) es
7 0 - decreciente en | —oo , — 7 ulo, 7 y
—1/3 3 2 2

—1°87 ]
87 creciente en (— \/g , OJ U (\/g ,+ 00}

Del estudio de la monotonia se deduce que la funcion tiene un mdximo relativo en x = 0 y minimos

relativos en x = i\/g . Comprobémoslo a partir de y”".

X y '=12x"—14 y=x'-7x*+16
2 4 2
- Z 12 —\/Z —14=28>0 minimo — Z -7 —\/Z +]6=]—5; — Z,]—S
2 2 2 2 4 27 4
0 12-0°—14=-14<0 mdximo 0*—-7-0°+16 = 16; 0,16)
2 4 2
Z 12 \/Z —14=28>0 minimo Z -7 Z +]6:£; Z £
2 2 2 2 4 27 4

Solucion: y = f(x) es decreciente en (— oo, — gj U (0 , g y creciente en (—\/% , 0] U( g ,+ oo}

Tiene minimo relativo en (—\E , %] y (\E , %] y mdximo relativo en (0, 16 ).
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4.1.2 El drea de la superficie finita encerrada entre las curvas f(x) y g(x).
fix) = H-7x+ 16 y g(x)= X
Los puntos de interseccion de las dos curvas lo obtenemos a partir de la ecuacion:
—-7x +16=x"; -8 +16= 0; ecuacion bicuadrada, hacemos el cambio 7 = x y Z=x

(=) + (=8 —4.7. +
Z2—8Z+16=0; = (8)_\/(283 4116=8;0=

Deshaciendo el cambio: x* =4; x= i\/z =12

Como las dos curvas solo tienen dos puntos de corte entre ellas, el drea de la superficie encerrada entre
ellas la obtenemos como sigue:

= U:[(f' ~7x’ +]6)— (xz) dx
Calculemos J._ZZ (x4 ~7x°+16 )dx

5 3 2 5 3 NS 3
f (¢ =72 +16)dr=| = — 8t 16x| =[Z—8Zt16-2|-[ 28D L i6.2)|=
-2 5 73 Lols T3 5 3

256 - 256 5]2

_ Uzz (v =7x% +16) dx

Luego, ‘512 —ﬂ=34’]313
512
El drea pedida mide F u.a.
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Matematicas II Julio 2025 Extra

4.2 Una costa maritima se extiende en linea recta hacia la derecha desde un punto P de la costa.
A 8 km de P hay una refineria situada en la costa. Ademads, hay una plataforma petrolifera en el
mar que estd situada a 6 km de distancia de P en la recta perpendicular a la costa desde el punto
P. Se construird un oleoducto desde la plataforma hasta la refineria. El coste de construir el
oleoducto bajo el agua es de 1 millén de euros por kilémetro y el de construirlo sobre tierra, de
0,6 millones de euros por kilémetro.

Platatorma patrolera

4.2.1 (0.5 puntos) Encontrar la funcién del coste de construccién del oleoducto dependiendo
de la distancia, x, entre el primer punto donde el oleoducto toca la costa y la refineria.

4.2.2 (1.5 puntos) Encontrar el valor de x para que el coste de construccion del oleoducto sea
minimo.

4.2.3 (0.5 puntos) Calcular dicho coste.

Solucion:

4.2.1 Encontrar la funcion del coste de construccion del oleoducto dependiendo de la distancia, x, entre el
primer punto donde el oleoducto toca la costa y la refineria.

Del grdfico se deduce que la distancia entre el punto de la costa y el primer punto donde el oleoducto toca
la costa es 8 —x.

Siendo y la distancia entre la plataforma petrolifera y el primer punto donde el oleoducto toca la costa.

Coste = 1000000 y + 600000 x, como debemos expresar el coste en funcion de x busquemos la relacion
entre x e y.

PF
y'=6"+(8-x)’
En el triangulo rectdngulo 6 { y’=36+(8-x)’
y =436 +(8—x)’
8=
P Q

Por tanto, C(x)=1000000 /36 + (8 —x)* +600000 x, por su definicién x € [0, 8]

Solucion: C(x)= 1000000+ 36 + (8 - x)z + 600000 x, x €[0,8]; xenkm y C(x) en euros.
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4.2.2 ;x? / C(x) sea minimo.

2(8-x)(-1) — 1000000 (8 — x)

C’'(x) = 1000000 +600000 = +600000
236 + (8- x) V36 +(8-x)
Clxy=0, 1000000 =) | 6h0000=0; — 1000000 (8- x)+600000 /36 + (8—x) =0
V36 +(8—x)

600000 /36 + (8 — x)* = 1000000 (8 —x); 3+/36+(8—x) =5(8—x);
[3\/36+ (8—x) T =[58-0F: 9G6+(8-xF)=25(-x); 324+9(8-xf =25(8—x);

324=258-x)-9(8-x); 324=16(8-x); (8—x) =ﬁ; (8-x) :ﬁ; §—x== ﬁ;
16 4 4
9 8—x:3; x=8-2="235¢ [0.8]
§ox=y ; ; 55
8x=—=; x=8+==""=125¢[08]

2 2 2
Debemos estudiar el signo de C(x) en los siguientes intervalos: :) e ls
x=3, C(3)=— 100000068 =3) | 600000 = —40184399... <0

J36+(8-3) 3 +
— | } i

x=4, C4)="10000008=9) | 00000 = 45299°803...> 0 - 5 8

J36 +(8—4)’

Por lo tanto, en x = 3°5 hay un minimo relativo que es el absoluto ya que C(x) es decreciente a su
izquierda y creciente a su derecha.

El coste de construccion del oleoducto serd minimo para x =3°5 km.

4.2.3 Calcular dicho coste.
Para x =375, C(3°5) =1000000 \/36 + (8 —3’5)2 +600000- 3°5 = 9600000

El coste de construccion minimo es de 9 600 000 €.
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