PAU Comunidad Valenciana - Matematicas Il

Junio de 2014 - Convocatoria ordinaria

Resolvemos cada apartado paso a paso. Antes de calcular, indicamos qué idea matematica vamos a usar; después
sustituimos los datos y explicamos qué significa el resultado.

Pregunta A1- Sistema segiin el parametro k

Estudiamos el sistema
z+3y+2z= -1,
2c +4y+52=k— 2,
T + k*y + 3z = 2k.

1. Clasificacion para cada valor de &
La matriz de coeficientes y la matriz ampliada son

1 3 2 1 3 2 -1
Ar=12 4 5|, 4;=|2 4 5 k-2
1 K 3 1 K 3 2

Si det(Ak) # 0, la matriz tiene rango 3y el sistema tiene una unica solucion. Si el determinante vale O, calcularemos
los rangos de A y A,"; para aplicar Rouché-Frobenius.

det(Ax) = 1(12 — 5k%) — 3(6 — 5) + 2(2k> — 4)
=12 — 5k* — 3+ 4k* — 8
=1-k=01-k(@1+k).

El determinante se anulacuandok =10k = —1.
Casok # 1y k # —1. Como det(Ay) # 0, se tiene

rg(Ax) = rg(A4f) = 3.

Por Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado (SCD): tiene una Unica solucion.
Caso k = —1. Las filas de coeficientes cumplen

(1, 1,3) = (2,4, 5) - (1,3,2),
y también se cumple la misma relacion en los términos independientes:
—2=-3—(-1).

Asi, la tercera ecuacion es la segunda menos la primera, y no aflade una condicion nueva. Para comprobar el rango de
la matriz ampliada, escribimos

-1

-3

1 3
11 -2

W Ot N

El menor de orden 2 formado por las filas 1y 2 y las columnas z, y es
‘1 3

) 4‘:4—6:—2#0,

Este mismo menor apareceen A_;y en Atl, asi que ambos rangos son al menos 2. La dependencia de la tercera fila
de A*_l con las dos primeras prueba ademas que su rango no supera 2. Asi, los rangos son:

rg(A-1) =rg(4ZL;) =2 <3

Como el rango comun es menor que el numero de incognitas, por Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado (SCI) y tiene infinitas soluciones.

Tomamos z = t. Restando la tercera ecuacion de la primera obtenemos 2y — z = 1; luego y = (1 + ¢) /2. La tercera
ecuacion da ¢ = —2 — y — 3t. Por tanto,

5 7,1 1
(:z:,y,z) = (_5 - §t, 5+5t, t), teR.
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Caso k = 1. El menor de coeficientes anterior sigue valiendo —2, por lo que rg(Al) = 2. Para la ampliada calculamos
un menor de orden 3 usando las columnas de &,y y de los términos independientes:

1 3 -1
2 4 —-1/=-4+#0.
1 1 2

Asi, rg(A7) =3y
rg(A1) =2 < 3 =rg(4)).
Por Rouché-Frobenius, el sistema es incompatible (Sl): no tiene solucién.

2. Resolucion parak = 0
Al sustituir k = 0, el sistema queda

z+3y+2z= -1,
2¢ + 4y + 5z = -2,
z+32=0.

De la tercera ecuacion, £ = —3z. Sustituimos en las dos primeras:

—324+3y+22=-1 = 2=3y+1,
—62+4y+52=-2 = z=4y+2.

Igualamos las dos expresiones de z:
Jy+1=4y+2 = y=-1.
Entonces z = 3(—1) + 1 = -2y = —3(—2) = 6. La solucion es

| (wa Y, z) - (67 _1, _2) |

Pregunta A2 - Rectas y planos

Se considera A = (—1,0,2) y las rectas

o i 4 z=—-1-2),
ri—g =§=z—2, s:{y=14+3)\, XeR.
z=1+ ),
Escribimos 7 en forma paramétrica poniendo cada cociente igual a ¢:
z=1+2t
r:y=3t, teR.
z2=2+4t,

Asi, R = (1,0,2) es un punto de 7, su vector director es % = (2,3, 1), y para 8 podemos tomar § = (—1,1,1),
3= (-2,3,1).

a) Plano 7r que pasa por A y contiene a 7
Un vector normal al plano se obtiene con el producto vectorial de dos vectores paralelos al plano. Usamos el director

-y

deryelvector RA=A—-R=(-2,0,0):
EF

r=uXRA=|29

-2 0

j
3 1|=(0,-2,6) ~ (0,-1,3).

S = ox

La ecuacién general de un plano con normal (0, —1, 3) que pasa por A = (—1,0,2) es

0(z+1)—y+3(z—2)=0, |7r: —y+32—6=0|

b) Plano o que pasa por A y es perpendicular a s

Como ¢ es perpendicular a 8, un vector director de 8 es normal a . Usamos ¥ = (—2, 3, 1) como normal y hacemos
pasar el plano por A:

—2@+1)+3y+(2—2)=0 = |0: —2z+3y+2z—4=0|
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c) Recta interseccion de Ty o

Los vectores normales de los planos son 7i, = (0, —1,3) y i, = (—2, 3, 1). El producto vectorial da un vector
director de la recta comun:

d =i X oy = (—10,—6,—2) ~ (5,3,1).

Ambos planos contienen A4, asi que la recta pasa por ese punto. En forma paramétrica:

z = —1+4 5i,
£:¢y=3t, teR.
z2=2+1t,

d) Distancia entre s y £

Las rectas no son paralelas porque sus directores ¥ = (—2,3,1) y d= (5,3, 1) no son proporcionales. Para
comprobar que no se cortan, usamos el producto mixto entre ambos directores y un vector que une un punto de cada
recta. Tomamos § = (—1,1,1) € sy Q@ = (—11,—6,0) € £ (se obtiene en £ cont = —2):

— L —
SQ=Q-8=(-10,-7,-1), (Bxd)-SQ = (0,7,—21) - (—10, -7, —1) = —28 # 0.

El producto mixto no nulo confirma que las rectas son alabeadas. La distancia entre dos rectas alabeadas se calcula
mediante la formula:

— -
‘SQ-(ﬁxd)‘

d(s’ ‘e) = —
17 x d]
Sustituimos:
d(s, 1) = 28 _ 28 2410 .
V4724 (-21)2  7V10 5

Pregunta A3 - Continuidad, estudio de una funcion e integral
La funcion del apartado de continuidad es
m(z + 1)e?*, z<0,
f()=14 (z+1)sinz

> 0.

a) Valor de 1m para que f sea continua

Cada expresion es continua en su intervalo. Solo debemos igualar el valor y el limite lateral en £ = 0. Por la rama
izquierda, f(0) = m. Por la derecha:

ot .
i EtLsinz (Hm(mﬂ)) (Hm s1na:) I
z—0t

z—0t T z—0+ T

La continuidad exige m = 1. Por tanto,

m=1|

b) Dominio, crecimiento, extremos y asintotas de h(z) = (z + 1)e?®

Dominio. La funcidn es el producto de un polinomio, definido para todo real, y una exponencial, también definida para
todo real. No hay denominadores ni raices que impongan restricciones. Por eso,

o) =¥}

Derivada y puntos criticos. Aplicamos la regla del producto:
h'(z) = (z +1)'e® + (z + 1)(e*®) = e** + 2(z + 1) = e2*(2z + 3).

Comoe® >0 para todo real, la derivada se anula Unicamente cuando

2c+3=0 = mz—%.

Academia de Matematicas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacion Selectividad, PCE y +25 https://tuprofealrescate.com


https://tuprofealrescate.com

Probamos un valor a cada lado en h': para z = —2, h'(—=2) = e 4(=1) < 0; paraz = 0, A'(0) = 3 > 0.
Intervalo o punto | (—oo, —% —% —%, 00)
Signo de h'(z) - 0 +

Comportamiento | Decreciente | Minimo | Creciente

La derivada cambia de negativa a positiva, asi que hay un minimo en & = —%. Su valor es

3\ (L3, )eso L
h(_E)_( 2+1)6 = 263.

El minimo es (—%, —ﬁ) Ademas, h(z) — 0~ cuando £ — —oo y h(z) — +o00 cuando £ — +00, por lo que este
minimo también es global.
Asintotas. No hay asintotas verticales: el dominio es todo R y h es finita en cada numero real. Para z — —o0,

. 2 __
zll)l—noo(x + 1)6 e

porque la exponencial tiende a cero mas rapidamente de lo que crece |.1: + 1|. Por tanto, y = 0 es asintota horizontal
por la izquierda. Para £ — +00, h(:z:) — 400, asi que no hay asintota horizontal. Tampoco hay oblicua por la derecha,
pues

h 1
lim (z) = lim (1 + —)eh = +00,
z—=4+00 T—400 xr

y la pendiente de una posible asintota oblicua no seria finita. No existen asintotas oblicuas por la izquierda porque alli
ya hay una asintota horizontal.

c) Primitivay areaentrex = Oyx = 1
Para integrar (z + 1)e??, usamos integracion por partes:

/udvzuv—/vdu.

Elegimosu =z + 1, du = dz, dv = e*®dz yv = %e%. Entonces

1 1
/(w +1)e*dz = Tl - /e2m dz

2 2
1 1
=%62z_ze2m+0
2¢ + 1)e*
_ %w,

En el intervalo [0, 1], z+1>0y e® > 0, asi que la funcién esta por encima del eje z. El rea es la integral definida:

/01($+1)e2zdm: [M]:

4

3e? 1
T4 4
3e2 -1
==
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Pregunta B1 - Operaciones con matrices

Se dan
1 -1 1 -2
A=]10 1 1], B= 1 ,C=(—1 1 3).
0 0 1 -1

a) Calculo de A1

La matriz es triangular y sus elementos diagonales son 1, asi que det(A) =1 7é 0y existe A1 Para calcularla,
reducimos la ampliada (A | I). Primero hacemos Fy < Fy — F3; después, Fy < Fy + Fo y Fy + F, — F3:

1 -1 1|1 0 O 1 0 0|1 1 -2
0 1 101 0} — |0 1 0|0 1 -1
0 0 1|0 0 1 0 0 1(0 0 1
La parte derecha de la matriz reducida es AL
1 1 -2
Al=10 1 -1
0 0 1
Comprobamos el resultado multiplicando:
1 -1 1 1 1 -2
AAT =0 1 1 1 -1
0 0 1 0 0 1
1 00
=10 1 0] =1
0 0 1
Luego la inversa indicada es correcta.
b) Caleulode X = A~1BC
Hacemos primero la multiplicacion A71B:
1 1 -2 -2 1
A'B=|[0 1 -1 1]1=1]2
0 0 1 -1 -1
Ahora multiplicamos ese resultado por C"
X =(A"'B)C
1
= 2 (—1 1 3)
-1
-1 1 3
=[(]1-2 2 6
1 -1 -3

¢) Determinante de 2/ 3
Para una matriz cuadrada de orden 2, det(cM) = c? det(M); ademas, det(M3) = (det M)3. Condet M = %:

1\* [1
det(2M3) = 2%(det M) = 4(5) =3}

Academia de Matematicas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacion Selectividad, PCE y +25 https://tuprofealrescate.com


https://tuprofealrescate.com

Pregunta B2 - Planos y recta de interseccion

Los vértices del triangulo son A = (1,2,—2), B=(0,—3,1) y C = (—1,0,0). Ademas, se consideran los planos
w1 +y+ 2+ 1=0ymy, cuya ecuacidn paramétrica es

z=1—a+p,
me:sy=a—28, a,BER.
z=a+p,

a) Plano del triangulo y posicion relativa con 7
Calculamos dos vectores del plano del tridangulo:

— —
AB=B—A=(-1,-5,3), AC=C— A= (-2,-2,2).

Un vector normal es su producto vectorial:

— —
AB x AC = (—4,—4,-8) ~ (1,1,2).

Usamos ese vector normal y el punto A para escribir el plano en forma general:

-1+ uy—-2)+2(>2+2)=0 = |rr: z+y+22+1=0|

Los vectores normales de 7 y 71 son (1,1,2) y (1,1, 1). No son proporcionales, asi que los planos se cortan en una
recta. Para hallarla, restamos sus ecuaciones:

= z=0,z+y+1=0.

z+y+2z+1=0,
r+y+z+1=0

Tomando y = ¢, la interseccion en forma paramétrica es

z=-1-t,
y =t, t e R.
z=0,

h) Forma general de 72 y angulo entre los planos
De la representacion paramétrica de g identificamos un punto P = (1, 0, 0) y dos vectores directores:

p=(-1,1,1), 4= (1,-2,1).
El producto vectorial da una normal:
ﬁZ =ﬁ>< 6: (3a271)°

Usando el punto P, convertimos a la ecuacion general:

3x—1)+2y+2=0 = |m: 3z +2y+2—-3=0|

El coseno del angulo entre los vectores normales se calcula con el producto escalar. Para g, 71 = (1, 1, 1); para 7o,
g = (3,2,1). Aplicamos

_ A1 -7g|
(|7 ]| [|722]]
Al sustituir:
3+2+1 vV
cosf = 3+2+1| = 6 = 42%0.9258.

V332422412 V42 7
Por tanto, el coseno pedido es @ =~ 0.9258.

¢) Recta interseccion de 771 y 7o
Resolvemos las ecuaciones generales de ambos planos:

z+y+2z4+1=0,
3z +2y+2—-3=0.
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Restamos la primera ecuacion de la segunda y obtenemos 2z + y = 4. Tomamos z = t. De la primera ecuacion,
x +y = —1 — t. Restamos esta igualdad de 2z + y = 4:

Qz+y)—(z+y)=4—-(-1-1),
r=5+t,
y=—-1—-t—(5+¢t)=-6—2t.

La recta queda en forma paramétrica:

z=5+1t,
y=—-6-—-2¢,tcR.
z=t,

Pregunta B3 - Area maxima del rectangulo

El cuadrado tiene lado 80 cm. El punto P = (&, y) se mueve por el segmento inclinado AB, cuyos extremos son
A =(0,20) y B = (20,0). El rectangulo queda dentro del cuadrado y sus lados son paralelos a los lados del
cuadrado.

La recta AB pasa por (0,20) y (20, 0), por lo que su ecuacion es & + y = 20. Asi,
y=20—2z, 0 <z <20.

El ancho del rectangulo es 80 — z; su alto es 80 — y = 80 — (20 — ) = 60 + . Por tanto, su area en funcion de
es

A(z) = (80 — z)(60 + ) = 4800 + 20z — 22, 0 < z < 20.

Como el dominio es el intervalo cerrado [0, 20], buscamos los puntos criticos interiores y comparamos también los
extremos. Derivamos:

Al(z) =20 — 2z.
Igualamos a cero:
20-2z=0 = z=10.

Probamos el signo de la derivada en un punto a cada lado de 10: A’(5) =20—2-5=10>0y
A’'(15) =20 —2-15 = —10 < 0. El signo cambia de positivo a negativo, asi que el area crece antes de 10 y decrece
después. La tabla resume el comportamiento:

Intervalo o punto | [0,10) 10 (10,20]
Signo de A'(z) + 0 -
Comportamiento | Crece | Maximo | Decrece

Comparamos también los extremos del intervalo cerrado:
A(0) = 4800, A(10) = 4900, A(20) = 4800.

El area maxima es 4900 cm?, cuandoz = 10 y y = 20 — 10 = 10. El rectangulo éptimo tiene vértices (10, 10),
(80, 10), (80, 80) y (10, 80).
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