PAU Comunidad Valenciana - Matematicas Il

Septiembre de 2004 - Convocatoria extraordinaria

Desarrollamos los problemas del enunciado paso a paso. En el examen se elige uno de los dos
ejercicios y, dentro de él, tres problemas; los problemas 4.1y 4.2 no se pueden elegir a la vez.

Ejercicio A - Problema 1
Se buscan las matrices X que cumplen AX = X A. Escribimos las matrices y efectuamos los

dos productos por separado:
1 2
x=("Y), 4= .
z t 3 4

2 2 2z +4
AX — r+2z y+2 XA = x+3y 2z-+4y .
3z +4z 3y+4t z+3t 2z+4t

Igualamos las cuatro posiciones correspondientes:

x+2z=x+ 3y,
y+ 2t = 2z + 4y,
3z + 4z = z+ 3¢,
3y + 4t = 2z + 4t.

La primera y la cuarta ecuacién dan la misma condicién, 2z = 3y. Laterceradat = x + 2. La
segunda es entonces equivalente a esas dos condiciones. Por tanto, hay dos parametros libres.
Tomamosz = 8sey=2r;asiz=3ryt=s+ 3r.

Conclusion: todos los pares de numeros reales 7, 8§ producen una solucién, y no hay otras:

s 2r
X = R.
(37' s+3r),r,s€

Ejercicio A - Problema 2

La recta del enunciado pasa por @ = (1,2, 0) y tiene vector director v = (1, -2, 1). La
escribimos en la forma paramétrica pedida:

z=1+4u,
r:cy=2-—2u,u € R.
z=u,

Se pide el plano por P = (—2,4, —3) perpendicular a la recta y la distancia de P a ella.

a) Plano perpendicular a la recta
Si un plano es perpendicular a una recta, el vector director de la recta es normal al plano. Por

eso usamos 72 = (1, —2, 1). La ecuacién general de un plano con normal (a, b, ¢) por
P = (wanOa Z()) es

a(x — o) + b(y — yo) + c(z— 2z0) = 0.

Sustituimos los datos:

(x+2)—2(y—4)+(2+3)=0 = |7: z—2y+2+13=0|
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El punto P satisface la ecuacion y la normal del plano es paralela al director de 7, como se
requeria.

h) Distancia del punto a la recta
Para un punto Py una recta que pasa por @) con director ¥, usamos

. i 7k
QPxv=|-3 2 —3/=(-40,4)
1 -2 1

d(P,r) = S L e

Conclusion: el planoesx — 2y + z+ 13 = 0 y la distanciade P ar es 4/\/§ unidades.

Ejercicio A - Problema 3

La funcion f(a:) = 22 + mx es polindmica, asi que su dominio es IR. Se pide elegir m para que
tenga un minimoen ¢ = —3/4 y calcular después el area entre fy su derivada.

a) Valor del parametro
En un minimo interior, la derivada se anula; ademas, una segunda derivada positiva confirma
que se trata de un minimo:

F(z) = 22+ m, f'(z) =2
Imponemos f'(—3/4) = 0:

3 3 3

Como f”(:c) = 2 > ( para todo real, ese punto critico si es un minimo. Comprobamos también
el signo de la derivada a cada lado, sustituyendo valores de prueba:

Intervalo | Prueba Sustitucion en f’ Signo y comportamiento
r<—32 |z=-1|f(-1)=-2+3=—3 — : decrece
z=-3 fli-=3)=o0 minimo

3 _ 1 11y _ 3 _ 1 .
$>—Z :13——5 f(—E)——].-FE—E + : crece

Conclusion: el parametro pedido es[m = 3/2/|.

Comprobacion de asintotas de f

El dominio de f es todo R, porque es un polinomio; por tanto, no hay puntos del dominio que
puedan producir asintotas verticales. Ademas,
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lim f(z) = lim f(z) = +oo,

T—+00

asi que no hay asintotas horizontales. Para que hubiera una asintota oblicua, tendria que existir
una pendiente finita @ = lim, 1o, f(x)/x. Pero

f@) _ .3
x 2’
que no tiene limite finito en ninguno de los dos extremos. Por tanto, f no tiene asintotas.
h) Area entre la parabola y su recta derivada
Conm = 3/2:

f(z) =z + %x, fl(z) =2z + %

Primero hallamos los puntos de corte, igualando las dos funciones:

3 3 1 3 3

2 2

—r=2 — —_—r— — = 1 ¥ e T)
:1:—|—2a: a:-|—2:>m 5T~ 5 0:>(:1:+)(a: 2) 0
Los limites de integracién sonz = —1y x = 3/2. En ese intervalo la recta queda por encima

de la parabola, pues su diferencia es

1 3 3
f’(a:)—f(a:)=—:1:2—|—§w—|—§>Opara —1<w<§.

El area entre dos curvas es la integral de «funcién superior menos funcién inferior»:

3/2
5= [ (1@~ #e) da

3/2 193
_ B el
—/_1(w+2w+2)dw

x3 x? 3x 3/2
IP?+T+TLI
N -
8 16 4 3 4 2
125
=25 |

| Conclusion: el drea encerrada es 125/48 unidades cuadradas.

Ejercicio A - Problema 4.1

a) Cultivo que duplica cada dia
Partimos de 10 bacterias en el instante inicial. Si cada dia se duplica la cantidad, tras d dias hay
N(d) = 10 - 2¢ bacterias:

N(10) = 10 - 2! = 10 - 1024 = [10240 bacterias|.

b) Segundo cultive

Ahora P(t) es la cantidad de bacterias tras t dias y se sabe que P’(t) es constante entre los
dias 0 y 10. La tasa constante es la pendiente entre los datos conocidos:
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P(3) — P(0) 1100 — 500
3—0 N 3

El aumento de la poblacién entre los dias 0 y 10 es la integral de esa tasa:

P'(t) =k =

= 200 bacterias/dia.

10 10
AP = / P'(t)dt = / 200 dt = [200t]3° = 2000 bacterias.
0 0

Como al inicio habia 500:

P(10) = P(0) + AP = 500 + 2000 = | 2500 bacterias .

Conclusion: el cultivo aumenta en 2000 bacterias y acaba con 2500.

Ejercicio A - Problema 4.2

Se relacionan &, produccion en toneladas, e Yy, compras en millones de euros. La tabla reune los
seis datos del enunciado:

Produccion z; (toneladas) | 110 125 130 140 150 155
Compras y; (Meuros) | 30 41 43 47 50 55

La recta de regresion de y sobre x se calcula mediante § = § + b(x — Z), donde b = S’xy/Sm
. Aqui Z, y son las medias, Szz mide la dispersion de las producciones y Smy la variacion
conjunta de produccién y compras.

810 266 133
f=— =135, = — = ——.
TT 76 2N 3
Sex = » a7 — nZ’ = 110750 — 6 - 135% = 1400,
133
Sey = iY; — nxy = 36620 — 6 - 135 - —— = 710.
y Zw Y; — NTY 3
Por tanto, la pendiente y la ordenada en el origen son
Sz 710 71 133 71 2027
h= e — — b= — — —— .135 = "2
S, 1400 140’ “TY W= 5 Ty 1 84
La recta que dibujamos es
. 2027 n 71
Y= 7784 T 140"

Representamos los seis datos del enunciado, la recta ajustada vy la lectura para z = 160:
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Compras (M€)
60

55 o
50 e

45
40
35

30 o

25

110 120 130 140 150 160

Produccion (toneladas)

La pendiente es positiva: en el intervalo observado, una produccion mayor se asocia con
compras mayores. La recta de minimos cuadrados pasa por el centro de la nube (i‘, 37). Para
x = 160, calculamos:

) 2027 71
§(160) = — =7 + 75 - 160

4789 ;
=81 ~ 57.01 millones de euros|.
La prediccion se lee en la interseccion de la vertical € = 160 con la recta. Para £ = 400, la
formula daria aproximadamente 178.73 millones, pero no seria una prediccion fiable: 400
toneladas queda muy lejos del intervalo de datos observado, [110, 155], y estariamos
extrapolando.

Conclusion: para 160 toneladas se estiman unos 57.01 millones de euros; no se debe usar
esta recta para predecir con confianza a 400 toneladas.

Ejercicio B - Problema 1

-1 -1 2

100
A=|3 -5 6|, I=]0 1 0
1 -1 0 00 1

a) Existencia de A1y determinante de la inversa
Una matriz cuadrada es invertible exactamente cuando su determinante es distinto de cero.
Desarrollamos el determinante por la primera fila:

det A = (—1)((—5)-0—6(-1)) — (-1)(3-0—6-1)
+2(3(-1) ~ (-5) 1)
=—-6-6+4=-8+#0.

Por eso existe AL, Ademas, det(A) det(A™!) = det(I) = 1, de donde

_ 1 1
det(47) = 57 = 3|
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b) Célculo de B = A(A + 41)

Primero sumamos 41 a A:

3 -1 2
A+4I =13 -1 6
1 -1 4

Calculamos también A2, multiplicando filas por columnas:

0 4 -8 —4 -4 8
A?=1-12 16 —24|,44=|12 —-20 24
—4 4 -4 4 -4 0

Usamos A(A + 4I) = A? + 4A y sumamos las matrices obtenidas:

0-4 4—-4 —8+8 -4 0 O
B=|-12+12 16—-20 —-24+24]| = 0 —4 0 |=-4I|
—4+4 4—-14 —440 0O 0 -4

¢) Nimeros z, vy, 2,1
El apartado anterior establece la identidad

A% + 44 = —41I.

Multiplicamos por Al y despejamos:

A+4I = 4471 — A1 = —%A—I.

Al comparar con Al =zA+ yl, resulta |x = —1/4, y = —1| Al comparar
A% = —4A — 4T con A2 = zA +tl, resulta|z = —4, t = —4|

Conclusion: | (z,y, z,t) = (—1/4,—1,—4,—4)|.

Ejercicio B - Problema 2
A= (1,0,0), B=(0,1,0), C =(0,0,1), D = (2,1,2).
a) Area del triagngulo BC' D

El drea de un tridngulo formado por dos vectores 4, ¥ es la mitad del médulo de su producto
vectorial. Tomamos los vectores desde B:

— —
BC=C-B=(0,-1,1), BD=D— B=(2,0,2).
BCxBD=|g -1 1|=(-2,2,2).

2 0 2

1
Areaggp = 5\/(—2)2+22+22 = |v3].
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b) Volumen del tetraedro ABC D

El volumen de un tetraedro es un sexto del valor absoluto del determinante de tres aristas con
origen comun. Desde A:

— — —
AB = (-1,1,0), AC = (-1,0,1), AD = (1,1, 2).
-1 1 0
1 14 [2
1 1 2

¢) Distancia de A al plano BC'D

Un vector normal al plano es el producto vectorial ya calculado, 7t = (—2, 2, 2). Usando el
punto B, su ecuacion general es

—2(z—0)+2(y—1)+2(2—0)=0 = 7wpep: —xz+y+2z—1=0.
Para un punto A = (g, Yo, 20) Y €l plano ax + by + cz + d = 0, la distancia es

lazo + byo + czo + d
Va2 + b2 + ¢
Sustituimos A = (1,0, 0) y el plano obtenido:

d(A,m) =

a(A ) |-14+0+0—1] 2 23
,71' = = — .
oD V(=1)2+12 412 V3 3

Conclusion: el area es \/g, el volumen 2/3 y la distancia pedida 2/\/5, en las unidades
correspondientes.

Ejercicio B - Problema 3 . 4
El denominador es (z + 1)2 + 1. Como un cuadrado es no negativo,
(x+1)2+1>1> 0paratodoz € R,

asi que nunca se anula; el integrando es continuo en todo R.

a) Primitiva
Para integrar, separamos el numerador en una parte proporcional a la derivada del denominador
y otra parte constante:

dx+11=4(x+1)+ 7, %((w+1)2—|—1)=2(w—|—1).

Usamos las férmulas [u'/udz =In|u|+ Cy [dz/(1+ z?) = arctanz + C-

4 1
/ 4z + 11 da::/ (z+1) da;—|—7/ dz
(x+1)2+1 (x+1)2+1 (z+1)2+1

=2In((z 4+ 1)® + 1) + 7arctan(z + 1) + C.

El valor absoluto del logaritmo se puede omitir porque su argumento siempre es positivo.

Conclusién: una primitiva es | F(z) = 2In((z + 1)? 4+ 1) + 7arctan(z + 1) + C|
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b) Integral definida por la regla de Barrow
El intervalo del enunciado es [0, /3 — 1]. Aplicamos Barrow con la primitiva anterior:

I_/‘/g—l 4z + 11
0 (z+1)*+1

— [2 ln((w + 1)2 + 1) + 7arctan(z + 1

T T
= (21n4+ ?) — (21n2+ T)

T
—|2m2+ 7|~ 3.210.
D2+ 19

N

Conclusion: la integral definida vale exactamente 2In 2 + 77/12.

Ejercicio B - Problema 4.1

Inscribimos un cuadrado en otro de lado 16 cm. Sea & uno de los catetos de los cuatro
triangulos de las esquinas; el otro mide 16 — x, con 0 < z < 16. El dibujo representa esa
construccion:

X 16 - x
I

16 cm

cuadrado exterior

El 4rea del cuadrado exterior es 162 = 256 cm?. El area de cada triangulo de esquina es
%a:(16 — ); hay cuatro triangulos. Por tanto, el area A(z) del cuadrado interior es

A(m):256—4-w

= 256 — 32z + 222, 0 < z < 16.

El dominio geométrico es [0, 16]: los dos catetos £ y 16 — x no pueden ser negativos.
Comprobamos las asintotas en este dominio: A(a}) es polindmica y finita en todo el intervalo,
con A(0) = A(16) = 256, asi que no hay asintotas verticales. El dominio esta acotado, por lo
gue no hay limites cuando £ — £00 y no existen asintotas horizontales ni oblicuas para este
modelo.

Buscamos el minimo en el intervalo permitido. Derivamos e igualamos a cero:

A(z)=-324+4z=0 = z =28.
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Probamos un valor a cada lado del punto critico, ambos dentro del dominio:
A(4)=-32+4-4=-16<0, A'(12) = -32+4-12=16 > 0.

La tabla resume los signos; los extremos también pertenecen al dominio y se comprueban
aparte:

x 0 4 8 12 16

Al (z) -32 -16 0 16 32
Signo — — 0 + +
Variacion | N\, \( minimo ~*

La derivada cambia de negativa a positiva en x = 8§, asi que alli hay un minimo relativo.
Ademas, en los extremos A(0) = A(16) = 256, mayor que el valor interior; por ello el minimo
es absoluto:

A(8) =256 —32-8+2-8% = 128 cm?.

Si s es el lado del cuadrado interior, 82 = A(8). Como una longitud es positiva:

s=+/128 = (8v2 cm|.

Conclusion: el cuadrado de area minima tiene lado 8\/§ cm.

Ejercicio B - Problema 4.2

La urna tiene 6 bolas blancas y 4 negras. Después de cada extraccion, se devuelve la bola. Por
eso, antes de cada nueva extraccion la urna vuelve a tener 6 blancas y 4 negras: siempre se
cumple P(blanca) = 6/10 = 3/5 y P(negra) = 4/10 = 2/5. En el arbol, cada caja de las
dos primeras columnas dice qué color sali¢ y la probabilidad de ese resultado. La ultima
columna recoge las secuencias completas y sus probabilidades.
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BI-BI-BI
0 negras - P =27/125

2.2: blanca
P=3/5

Bl-Bl-Ne
1 negra - P =18/125

1.2: blanca
P=3/5

Bl-Ne-Bl
1 negra - P =18/125

2.%: negra
P=2/5

Bl-Ne-Ne v

m % 2 negras - P =12/125
v
]4 Ne-BI-BI

1 negra - P=18/125
2.2: blanca

P=3/5

Ne-Bl-Ne v
2 negras - P =12/125

1.2: negra
P=2/5

Ne-Ne-Bl v
2 negras - P =12/125

2.2: negra
P=2/5

Ne-Ne-Ne v
3 negras - P = 8/125

7

Bl = blanca - Ne = negra - v = mas de una bola negra

Para hallar la probabilidad de una hoja, multiplicamos las probabilidades de sus tres ramas. Por
ejemplo:

P(Bl-Ne-Ne) = = . = . 2

El suceso pedido, «mas de una negra», reune cuatro hojas incompatibles: BI-Ne-Ne, Ne-BI-Ne,
Ne-Ne-Bl y Ne-Ne-Ne. Sumamos sus probabilidades:

12 12 12 8

P(msis de una negra) = 19E + 198 + o + o
44
=|—— = 0.352|.
125 0.35

Conclusion: la probabilidad de obtener mas de una bola negra es |44/125 = 0.352|, es
decir, 35.2%.
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