Matemiticas II Septiembre 2003

EJERCICIO A
0 m 3 010
PROBLEMA 1. Considerar las matrices: A= |1 0 -1 yB= |1 0 0
5 1 —(m+1) 00 1

a) (Para qué valores reales de m es A inversible? Calcular la matriz Al 2 puntos).
b) En la anterior matriz A con m = 0, obtener la matriz real cuadrada X de orden 3 que satisface la igualdad
B-AX = AB (I,3 puntos).

Solucion:
a) A serd inversible siy sélo si|A|¢O
0 m 3
|A]=[1 0 -1 |(=3-5Sm+mm+1)=3-5m+m> +m=m*> —4m+3
5 1 —(m+1)

m*—4m+3=0 —

L _AENI6-12 442 _<m1 =3

2 2
A es inversible param#1 y m+ 3

my =1

Calculemos A™

0 -1 1 -1 1 0
1 —(m+D |5 —(m+1) |5 1 1 44 | 1 med4 1
m 3 0 3 0 m 2 2
(Otij)= =|-m " -m-3 -15 -5m| — (A[j)= m-+m+3 -15 5m
I —(m+1| |5 —(m+D| |5 1 3 3
m 3 0 3 o m & > - -
0 -1 1 -1 1 0
1 m*+m+3 —m ' 1 m*+m+3 —m
(Aji)= m—4 -15 3 = ATl = : m—4 -15 3 para m#1 y m#3
m°—4m+3
1 Sm -m 1 Sm -m
0 0 3
b) LamatrizAparam=0es A=|1 0 -1
51 -1
Buscamos una matriz X/ B—A X = A B, despejemos X
-AX=-B+AB
AX=B-AB

X=A"(B-AB)=A"B-A"AB =A"B-B =(A"-1)B
calculemos la expresion obtenida finalmente,

1 3 0 1/3 1 0
Para m=0 A'= l -4 =15 3|=|-4/3 -5 1
3 1 0 0 1/3 0 O
/3 1 0) (1 0 0) (-2/3 1 0
Al —I1=|-4/3 -5 1|-[0 1 0|=|-4/3 -6 1
173 0 0) 0 0 1 173 0 -1
-2/3 1 0)(0 1 0 1 -2/3 0
(A1 -1)B=|-4/3 -6 1} 10 0|=|-6 -4/3 1
173 0 -1Jl0 0 1 0 1/3 -1
1 -2/3 0
Luego X =|-6 —-4/3 1
0 1/3 -1
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Matemiticas II Septiembre 2003

EJERCICIO A

PROBLEMA 2. En una gran pradera se tiene que vallar una zona de 400 m’, que debe tener forma de rectdngulo. Cada
metro de valla cuesta 100 euros. Si x es la medida en metros de uno de sus lados, se pide:

a) Obtener razonadamente la funcién F tal que F(x) sea el coste de la valla, indicando entre qué valores puede variar x
(1,3 puntos).

b) Deducir razonadamente el valor de x para el que la funcién f(x) alcanza el valor minimo (2 puntos).

Solucion:

a) La zona a vallar es el rectdngulo: 'y

400 m’
X
. . . . 400
La relacion entre x ey viene dada por el drea del rectangulo, x.y =400 y=——
by

Para obtener el coste de la valla calculemos el perimetro de la zona,

P=2x+2y=2x+2@=2x+@ — f(x)=100(2x+@]=200x+80000
X X X X
Como x representa la longitud de un lado y la funcion anterior no se puede calcular para x = 0, obtenemos:

Dom f(x) = (O, + 00)

b) Estudiemos la monotonia de f(x)

) = 200 800200
X
80000 ) 2 2
200 - =0 — 200x2-80000=0 — 200x>=80000 — x>-400 — x==%4/400 =420
X

Como Dom f(x)=(0,+0) — x=20

Estudiamos el signo de f (x) a la izquierda y derecha de 20,
x| ED) B
80000 or lo tanto,
11200~ =200-80000 <0 , (0, 20) f(x) es decreciente

3 800%0 —9200-50 >0 en (20, +x) f(x) es creciente

40| 200

Como en x = 20 f{x) pasa de decreciente a creciente, en x = 20 f{(x) tiene un minimo.

Parax =20 — y=@=20
20

Solucion: f(x) alcanza el valor minimo para x = 20, es decir, para una zona vallada cuadrada ( x = 20 e y = 20 ).
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Matemiticas II Septiembre 2003

EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Las notas de Filosofia y de Literatura de los 7 alumnos de una clase, listadas por columnas, son:
Filosofia |3 |67 |58 |48
Literatura | 5 |8 |7 |79 |5|5

a) Calcular el valor medio y la desviacion tipica de las notas de Filosofia y de las notas de Literatura (1,3 puntos).

b) Obtener el coeficiente de correlacion entre las notas de Filosoffa y de Literatura, explicando su significado (0,7
puntos).

c¢) Al prescindir de la dltima columna el coeficiente de correlacién es 0,9. Explicar detalladamente por qué es mayor que
el obtenido en el apartado b) (1,3 puntos).

Solucion:
Obtengamos la tabla de valores que permitird calcular los pardmetros de los apartados a) y b)
Llamamos x = nota de Filosofia y = nota de Literatura

2 2

x|y |x yo|lxy
31519 |25]15
6|8 |36 | 64 | 48
717149 | 49 | 49
517 125|449 35
819 |64 1|81 ]| 72
415116 | 25| 20
8|5 |64 | 25| 40
Y| 4146|263 |318 279
a)
x:zxi:ﬂ=5’857 y:Zyi=ﬁ=6’571
n 7 n 7
2 2
p— f&_)—cz _ /@_32 =1'807 a_:,[&—)‘cz:‘/ﬁ—iz =1'498
* n 7 $ n 7
Los resultados obtenidos son, Filosofia | Literatura
valor medio | 5857 67571
desviacion tipica | 1°807 17498

b) El coeficiente de correlacion entre las notas de las dos asignaturas es

O-xy in Vi - 279
p=—— o.xy:—
o, O'y n

—X [ —
Y 7

X y=1367

de Filosofia y Literatura de los siete alumnos estudiados.

c¢) Realizamos la representacion grdfica de las notas de los 7 alumnos,

10

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.

Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com

1807 .1°498
Como el coeficiente de correlacion es 0°505 la correlacion entre las dos notas es débil. Hay poca relacion entre las notas



Realizamos la representacion grdfica de las notas prescindiendo del ultimo,
10

0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
En esta iltima representacion la nube de puntos estd agrupada alrededor de una recta imaginaria (la de regresion)
porque su correlacion es fuerte (079 ).
Al aiiadir a la representacion el punto correspondiente al séptimo alumno, este punto queda alejado de la nube anterior y
por lo tanto la correlacion entre las notas de los 7 alumnos es débil.
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Matemiticas II Septiembre 2003

EJERCICIO A

PROBLEMA 4. En el espacio R°, se consideran el punto P = (3,2,3) y la recta r interseccién de los planos de
ecuaciones: X+3y—-4z=0 y x+2y-2z=1.Se pide determinar:
a) La distancia d del punto P alarecta r (/,3 puntos).

b) Los puntos M y N de larecta r que cumplan que su distancia al punto P es V5d (2,3 puntos).

Solucion:
a) El cdlculo de la distancia de un punto a una recta lo realizamos mediante la férmula:

P?’ X: siendo P. un punto de la recta r
r r N
d(P,r)= = v, el vector director de r
vr
5
Para obtener P. yv, pasamos la ecuacion de r a paramétricas.
+3y—-4z=0 1 3
T =2-3=-1%£0
x+2y-2z=1 1 2
4z 3
_I+2z 2_81—3—61_21—3_3 5
. x+3y=4z xX= -1 - Al N = =274
Planteamos el sistema,
x+2y=1+42z I 4z
I 142z 1+2z-4z 1-2z
y: = = :—1—|—22
-1 -1 -1
x=3-24 P.(3.~1,0)
Luego r:qy=—-1+24 AeR = S
=1 v,(=2,2,1)
5
PP =(3,-10-(323)=(0,-3-3)
- - -
i j ok
- - —-1-3 =3[ =0 -3 =0 -3 - - -
PP xv, =0 -3 -3 =i —-J +k =3i+6 j-6k =(3,6,-6)
2 1 -2 1 -2 2
-2 2 1
- -
PP xv.| =32 +6% +(-6)2 =+/9+36+36 =81 =9

N
Vy

=22 +22 412 =Va+411=49=3

Finalmente d(P,r)= % =3u.l

b) Un punto de la recta r serd (3 —2A,—1+2A,1) Ae R  Buscamos puntos de r que cumplan
d((3=2A~1+24,2),(3.2,3)) =35

JB=22=37 +(=1+24-2) +(A-3) =35

J22) + (<3424 +(A-3)? =345

VIR +9-12A+4F + X —61+9 =35

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com



Jor—184+18 =35

N —18A+18=45 — 9V —-18A-27=0 — X -21-3=0 — A=

244412 244 [4=3
22 _<
para A,=3 — M(,-3,-1)

A=-1 — N(-353)

c) El drea del tridangulo de vértices P(3,2,3), M(5,-3,-1) y N(-3,5,-3) la obtenemos mediante la formula

1l = -
AZE PM X PN

- -
PM (2,-5,-4) y PN (-6,3,0)

- - -

- - ! J k —==5 =4 -2 -4 - — - - -
PMXPN=|2 -5 —4=i —J +k =127-24 j-24k =(12,-24,-24)
3 0| Y6 o |6 3
6 3 0
- -
PM X PN| =127 +(=24)2 +(=24)% =4/122 +4.12> +4.12% =,/9.12% =3.12=36

Finalmente A= % 36=18 u. a.
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Matemiticas II Septiembre 2003
EJERCICIO B

PROBLEMA 1. Se consideran las matrices cuadradas reales de orden 2, P = G 3 yQ= ((2) gj

Calcular: a) La matriz P (1,1 puntos). b) La matriz real cuadrada X de orden 2, tal que P'XP = Q (1,1 puntos). c) La
matriz (PQP™)* (1,1 puntos).

Solucion:
1 2 .
a) Como |P|=2 3=3—4=—1;an = 3P

Calculemos P
s ) = 3 = ) = s ) - et )

b) Buscamos la matriz X / P'X P = Q, efectuemos las operaciones necesarias para despejar X
PP'XPP' =PQP' ; IXI=PQP" ;luego X=PQP'
Calculemos la matriz X

Y op P_1_12 2 0\(-3 2) (2 6)(-3 2) (-6+12 4-6) (6 -2
=FPo 12 3Jlo 3)l2 -1} (4 9)l 2 -1} (-12+18 8-9) (6 -1

o (popfex? =6 2)(6 ~2)(36-12 -12+2) (24 -10
6 -1)l6 —1) (36-6 -12+1) \30 -1l
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Mateméticas II Septiembre 2003

EJERCICIO B

PROBLEMA 2. a) Representar la superficie S limitada entre el OX y la curva y = x* - 4, cuando -2 < x < 2. Obtener,
razonadamente, mediante una integral el drea de la superficie S (1,6 puntos).

b) Hallar el volumen del cuerpo generado al dar un giro completo alrededor del eje OX la superficie S considerada en el
apartado anterior, indicando como se ha obtenido el volumen (1,7 puntos).

Solucion:

a)y = x’—4 es una pardbola cuyo vértice estd en el punto: x =0 ,y=0"—4 = -4. Vértice (0, - 4)
Corte con el eje OX, X’—=4=0, ¥=4,x=2 6 x=-2;(2,0) y (-2,0)
La representacion grdfica de la superficie S serd

Como fix) = x’— 4 es continua en [ -2, 2 ]y F(x) =x/3 —4x es una primitiva de f(x) podemos aplicar la regla de
Barrow para calcular el drea de la superficie S,

3 2 3 3
e[ [(F-sa {2 v
-2

b) Al girar alrededor del eje OX la superficie S engendra un volumen que coincide con el engendrado al girar alrededor
del eje OX por la funciony = X’ — 4, x € [ -2, 2 |. Grdficamente,

=32
=——nu.a.
3

3 3 3 3

2

2 2 5 3

V=r 2(x2—4)2dx=7r 2(x4—8x2+16)dx=ﬂ{x?—8%+l6x:| -
- - -2

El cdlculo
del volumen :ﬂ.[ (2_ﬁ+3zJ_(__?’2___64_32J }zﬂ(%_ﬁ+32+3_52_%+32) =

es: 5 3 5 3 3
64 128 192 -640+960 512

=7 ———+64 |=x = T uw.
5 3 15 15
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Matemiticas II Septiembre 2003
EJERCICIO B

PROBLEMA 3. El peso medio de un grupo de 500 estudiantes es 68,5 kilos y la desviacioén tipica, 10 kilos.

Suponiendo que los pesos siguen una distribucién normal, se pide:

a) (Cuantos estudiantes pesan entre 48 y 71 kilos? (I punto).

b) ;{Cudntos estudiantes pesan mds de 91 kilos? (I punto).

c) Se eligen 5 alumnos al azar. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente 2 de ellos pesen mds de 75 kilos?

(1,3 puntos).

Solucion:
Llamando X = peso de un estudiante, X es una variable aleatoria/ X =N (6875, 10)
(Nota: como X es una v.a. continua se cumple que P(X<a)=P(X<a))

a) Calculamos, en primer lugar, la probabilidad de que un estudiante pese entre 48 'y 71 kilos,
48—-685 X —-685 7T1-685
< <

10 10
=P(Z<025)—-(1-P(Z <2705))=05987—(1-09798) = 05987 -010202 = 05785
n=>500.075785 = 289725. Es decir, 289 estudiantes pesan entre 48 y 71 kilos.

P(48< X <71)= P( j = P(-205<Z <025)= P(Z <025)— P(Z <-205) =

b) Calculamos, en primer lugar, la probabilidad de que un estudiante pese mds de 91 kilos,
X —685 S 91-685
10 10
n=500. 070122 = 6°1. Es decir, 6 estudiantes pesan mds de 91 kilos.

P(X >91)= P[ j =P(Z>2725)=1-P(Z <225 =1-09878 = 00122

c) Consideramos la v. a. Y = niimero de estudiantes que pesan mds de 75 kilos de un grupo de 5.
Y es una v. a. binomial de pardmetros n=5y p=P(X >75)
X —685 S 75-685
10
Luego Y=B(5,072578) y q=07422
El suceso “exactamente dos de ellos pesen mds de 75 kilos” corresponde a Y = 2

P(X >75) = P( ] = P(Z >065)=1-P(Z <065) =1-07422 =02578

5
P(Y=2)= (2) 0725782 .0°7422° =10.0'25782 .0'7422% = 0271724423~ 02717
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Matemiticas II Septiembre 2003

EJERCICIO B

PROBLEMA 4. Sean 1 y =" los planos del espacio %®*, determinados del modo siguiente: el plano m pasa por los
puntos (0,2,1), (3,-1,1) y (1,-1,5) y el plano =~ pasa por los puntos (3,0,2), (2,1,1) y (5.4,-2). Se pide calcular:

a) Una ecuacién paramétrica de la recta r interseccion de los planos nm y n” (1,3 puntos).
b) El 4ngulo a que forman los planos © y n” (0,7 puntos).

¢) La ecuacioén del plano que contiene a la recta r y forma un dngulo de 90 grados con el plano n (1,3 puntos).

Solucion:
a) En primer lugar calculamos las ecuaciones generales de los dos planos.

Como de cada plano conocemos tres puntos, podemos formar dos vectores que, si no son paralelos, serdn directores

del plano.
La ecuacion del plano se obtiene :
N 3 1 X

W=GrD-02D=G30) |3 3 y oo o L3 T ‘_(y_z)‘3 ! +(z—1)‘ 3
S 4 0 4 -3
Planom, —, _q-15-02h=0-34) 10 4 =z-1
I —12x—(y=D12+(z=1(-9+3) =0
u y v no son paralelos 12x—12y+24—6246=0
S12x—12y—6z430=0 — 2x+2y+7-5=0

La ecuacion del plano se obtiene :
- “hzoxed 1 4 12
W=Q2I-G0D=C1L-D |1 4 ylo0 5 -3 o
S 1 -4 Y1 -4

+(z—2)‘
Planom’ —\ = (54-2-302)=@4~4 1 —4 272

5 - (r=3)(~4+4)= Y4+ +(2-D(4-2) =0
u y v no son paralelos

—6y—-6z+12=0
y+z—-2=0
La ecuacion de la recta r  [2x+2y+z-5=0 La ecuacion paramétrica de r la encontramos resolviendo este
es: sistema.
: y+z-2=0
Como 1‘ =2+#0 las incognitas principales son x e 'y
2x+2y=5-z
y=2-z

2x+22-2)=5-7z —> 2x+4-27=5-7 —> 2x=—4+27+5-72

2x=14+z — )c:1+—Z

1
2

La ecuacion paramétrica de r:qy =2 —
z=4
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- -

n, n;
b) Siendon, un vector ortogonal al plano &, si @ =ang(w,nr') — cosa= TS
n,||n,

je2.n©01n]  |2+]] 3 1 A2

n=220) y n =011 luego cosa= - LA
Pm@2h LD ¢ |2.2.0]| 01D Va+4+11+1 332 2 2

Luego a=45° o azgrds

¢) Buscamos un plano y tal que rey y (y,7)=90°

N
como Yy y 7t deben ser L. — n_ serd vector director de y

-

comorey =€ director de y

P es punto de y

u(2,2,1)
; 2 112 x-1/2
De y conocemos V(E,—],]j la ecuaciondey 2 -1 y-=2|=0
; 1 1 Z
p[_,z,oj
2
1|12 -1 2 1/2 2 1/2
x=> ~(v-2) +z 3
2)1 1 1 1 2 -1
x—i 3—(y—2)z+z(—3)=0 - 3x—i—ﬂ+3—3z=0 - 3x—3—y—3z+§=0
2 2 2 2 2 2

6x—-3y—-6z+3=0 — 2x—-y—-2z+1=0

La ecuacion del plano  y:2x—y—-2z+1=0
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