Matematicas II Julio 2015

x+ 3y+ z= «
PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones <x+ y-az = 1 donde & esun

2x+ay—- z =2a0+3
pardmetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) La solucion del sistema cuando a=-1. (3 puntos)
b) Todas las soluciones del sistema cuando a=0. (3 puntos)
c) El valorde o para el que el sistema es incompatible. (4 puntos)

Solucion:
a) ;Solucion para a=-1?
Para a=—1 el sistema a resolver es:

x+3y+ z=-1 1 3 1\-1
|
x+ y+z=1 La matriz ampliada de este sistema es: M'=|1 1 1| 1
|
2x—y— z=1 .
Calculemos el rango de M,
I1=1#0 — ran(M)=1
1 3
=]-3=-2#0 — ran(M)=2
1 1 - ran(M)=3
1 3 1
1 1 1|=—1-1+46-2+1+3=6#0
2 -1 -1

El ultimo menor de orden 3 estudiado también lo es de M~y como el mdximo rango de M~ es 3 entonces
ran(M’) = 3
Luego, ran (M ) =ran ( M~ ) = 3 = n°incognitas — Es un sistema compatible determinado.

Resolvemos el sistema por Cramer,

1 3 1
11
L mr g a-aes-r-143 42
6 6 6 3
1 =1 1
11
2 1 -1 —1+1-2-2-1-1 -6
5T T 6 = !
13 -1
11
2 -1 1| I1+1+6+2+1-3 8 4
T T 6 "6 3
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Finalmente, para o=- 1 la solucion del sistema es: 3y =—1

Z—i
3
b) Para a = 0 el sistema a resolver es:
x+3y+ z=0 1 3 1,0
|
x+ y =1 Lamatrizampliada de este sistema es: N={11 01
|
2x — z=3 2 0 -1!3
Calculemos el rango de N,
U=1#0 — ran(N)21
1 3
=1-3=-2#0 — ran(N)=2
1 1 — ran(N)=2
1 3 1
1 1 0|=-1-2+3=0
2 0 -1

Calculemos el rango de N,
Considerando el estudio realizado anteriormente ran(N”) > 2, el menor de orden 3 de N~ por estudiar

es.

1 3 0

I 1 1|1=3+6-9=0 — ran(N’)=2
2 0 3

Luego, ran (N ) =2 =ran( N") < n°de incogintas =3 — Es un sistema compatible indeterminado

Para resolver el sistema utilizamos las ecuaciones e incognitas correspondientes al menor de orden 2 no
nulo. Es decir, 1°y 2 ecuacion y como incognitas x e Y.
El sistema a resolver serd:

-z 3‘ x:ﬂ
x4+ 3y=—z = I 1) _-z-3_3+z ? i
{x+y=] - I_EZ =2 2 — Soluciones y:T AeR
y=] Il _1+z _-1-z z=4
-2 -2 2
c) ¢ Valores de o para los que es S.1.?
x+ 3y+ z= « 1 3 ]i a
x+ y-az =1 La matriz ampliada de este sistema es: A'=|1 1 —ai 1
2x+ay— 7z =2a+3 2 a —Ij2a+3

La matriz de coeficientes, A, es 3 x 3, por tanto el mdximo rango de A es 3



La matriz ampliada, A’, es 3 x 4, por tanto el mdximo rango de A" es 3.
Empezamos estudiando la matriz de coeficientes.

1 3 1
A=\ 1 a=-l+a-6a-2+a’+3=0a"-5a
2 a -1
; a=0
a’-5a=0 — ala-5)=0
a-5=0 — a=>5
Por tanto:

e si a#0,5 ran(A) = 3, como ran(A°) > ran(A) y ran(A°) <3, también ran (A°) = 3; es decir,
ran(A) = ran(A°) = 3 = n°de incognitas — Sistema compatible determinado.
e si = 0, por el apartado b) sabemos que es Sistema compatible indeterminado.

® si =),

1 3 115

A=|1 1 —5i 1| y sabemos que 1Al =0
25 —1113

EnA,j i‘=1—3=—2¢0 — ran(A)=2
1 3 5

EnA |l 1 1|=13+25+6-10-5-39=-10#0 — ran(A)=3
2 5 13

Por lo tanto, ran(A) = 2 #3 = ran(A°) — Sistema incompatible

Finalmente, el sistema es incompatible para a=5.
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Matematicas II Julio 2015

x=1+A
x+1 y—-1 z
PROBLEMA A.2. Se dan las rectas 7: ==, s y=—A yelpunto P (0,3,-2).
z=0

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las ecuaciones de la recta que pasa por el punto Py es paralela a larecta r. (3 puntos)
b) La ecuacién del plano que contiene a la recta r y es paralelo a larecta s. (4 puntos)
c) La distancia entre las rectas r y s. (3 puntos)

Solucion:
a) ;recta r; que pasa por Py es paralela a r?
P0,3,-2)
De r; conocemos: NN .
niir— v, llv, = v, (3,-1,2)

Las ecuaciones de la recta r; serdn:

x=0+34 x=31
E.vectorial: 1r,:yy=3-4 AeR > r:qy=3-4 AeR

7=-2+21 7=-2+24

x_ _y=-3 z+2

E. continua: r,:—="——
3 -1 2

b) ;plano w/ rcm y n//s?
/s = v, serd director de

rcx—Pex y v, serddirectorde
De las ecuaciones de r y s obtenemos, directamente, los elementos necesarios del plano .

Punto: P.(—1,1,0) yvectores directores: vr(3,—],2) y vx(],—],O). La ecuacion de © serd:
x+1 y—-1 z -3z+2(y-1)+ z+2(x+1)=0
3 _7 2l=0 —3z+2y-2+z+2x+2=0

2x+2y-2z=0
1 -1 0 xX+y—z=0

Solucion: m: x+y-z=10

c)id(r,s)?
Veamos la posicion relativa de las rectas r y s.

.{P,(—J,J,o) _{3(1,0,0)

ris . NN
v.(3,-1,2) v.(1,-1,0)

s s r

Construimos la matriz M~ [vr % PV_P} P_P; =(2,-1,0)

30102

|

M=|-1 —1'-1
2 010
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Rango de M,

|3|:3;t0 — ran(M) =1 se cortan
3 1 =
34 1=-2%0 — ran(M)=2 — rys{o
—] —] se cruzan
Rango de M,
3 1 2
-1 -1 -1|=-244=2#0 — ran(M")=3
2 0 0
ran(M’) = 3 #2 = ran(M) — lasrectas r y s se cruzan.
Por tanto, d(r,s) = S
VXV,
3 1 2
[vr v, P,_P; =|-1 -1 -1 =(calculado antes)=2
2 0 0
- - -
i J k
- - - - - - - - -
v. X v, =3 =1 2|=-3k+2j+k+2i=2i+2j2-2k=(2,2,-2)
1 -1 0
vox v =22 127 +(=2)? =412 =243

Por tanto d(r,s)= ul.

2l 2 1 43
23 243 3 3

Solucion: d(r,s ) = ?3 A
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Matematicas II Julio 2015

PROBLEMA A 3. Se da la funcién f definida por f(x)= G+ J:C e

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio y las asintotas de la funcién f. (3 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f. (4 puntos)

) X
¢) La integral Imdx- (3 puntos)

Solucion:
a) Dominio y asintotas de f.
Dominio,
(x+1Y=0 - x+1=0 — x=-1I

Luego, Dom f(x) = R—{-1}.

Asintotas,
Asintotas verticales:
Posible x = -1,
X -1

-

Lim S=—— =0 — x=—1 es awv.
x=-1(x+1) 0
Asintota horizontal

. X — >
Lim 7 = = {como el denominador es un polinomio de 2° grado y el numerador de 1" grado} = 0
x=-e(x+1) + o0

. X + oo K . 4
Lim > = ={como en el limite anterior} = 0
¥+ (x+1) + o0

La asintota horizontal es: 'y = Q.

Por ser la funcion f un cociente de funciones polinomicas con el denominador de mayor grado que el
numerador, no tiene asintota oblicua.

Solucién: Dom f(x) = R—{-1}, asintota vertical: x=-1 y asintota horizontal: y = 0.

b) Para obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion tenemos que estudiar el signo de
().
X
) ="—"—5
e+ 1)

Dom f(x) = R—{-1}

(x4 =x2.(x+ D) X H2x+1-2x"-2x _ —x*+1
e+ 1)) (x+1)* (x+1)*

Calculamos las raices del numerador y denominador:

~X+1=0 X=1; x=+1I

(x+1)=0; x+1=0; x=-1

Fra =1

Debemos estudiar el signo de f(x) en los siguientes intervalos:
|
| |
E 1
En f(x) el denominador estd elevado a la cuarta, serd positivo; luego el signo de f1(x) depende del
numerador que es un polinomio de 2° grado con coeficiente de X negativo y raices — 1 y I. Por tanto, el

signo de f(x) serd:
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— ]
1
= 1
Por tanto, f(x) es creciente en (-1, 1) ydecrecienteen ( —oo,—1) U (1, + o0).

. X
c) Cdlculo de J-W dx.
Es una integral racional, descomponemos el integrando:
X A N B :AQHJ)+B::Ax+A+B
(x+1) x+1 (x+1Y (x+1) (x+1)

Por tanto, comparando los polinomios de los numeradores inicial y final, debe ser:

A=1
— A=1 y B=-1
A+B=0

1
J-(x+]) = J-x+1dx+~|. (x+1)° 7 dr =

Calculemos cada integral por separado:

J. ! dx=Ln|x+]|

x+1
— — ] =241 -1
j ]de—j (x+])_2dx—t X —I— "Zdt:—t Y l: 1
(x+1) dt = dx —2+1 -1 t x+1I
X
L | ——=dx=L 1 C
lwg)j@+1y x nh+|+x+l+
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Matematicas I1 Julio 2015

OPCION B
x 1 -1 x 1 -1
PROBLEMA B.1. Se dan las matrices A=|y 2 3|y B=|1 2 3
z 1 0 0 1 0

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de x para los que la matriz B tiene inversa. (3 puntos)

2x 5 -1
b) El valor del determinante de las matrices A> y |2y 70 3 |, sabiendo que el valor
2z 5 0
del determinante de la matriz A es 8. (4 puntos)
0 0 4
c) Losvaloresde x, y, z paraloscuales A°=| 3 7 6| (3 puntos)
-1 3 2
Solucion:
a) ;x?/ 3B,
Para que exista B! debe ser |Bl #0.
x I -1
Bj=|1 2 3|=-1-3x
0 1 0
—1-3x=0; -3x=1 x:i:__]
-3 3

-1
Por lo tanto, para x # 3 3B’

b) ;1A°| si 1Al = 8?
De las propiedades de los determinantes sabemos que |M N | = |M | |N | luego

A=A A A=A |A||A|=|4] =8’ =512

Solucion, si |1Al =8 entonces 1A%l =512

2x 5 -1 x 5 -1
2y 10 3 ={sacandoelfact0r2deC1}=2y 10 3 ={sacandoelfactor5deC2}=
2z 5 0 z 5 0
x 1 =1 x I -1
=2.5ly 2 3|==1I0ly 2 3|=10]|A=10.8=80
z 1 0 z 1 0
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2x 5 -1
Solucion, si 1Al=8 entonces 2y 10 3|=80
2z 5 0

0 0 4
c)ix,v,z?/ A°=| 3 7 6.
-1 3 2
Calculemos A2,
x I —=1\(x 1 -1 X 4+y-z x+2-1 —x+3 X 4+y—z x+1 —x+3
A=y 2 3 |ly 2 3 |=|xy+2y+3z7 y+4+3 —y+6|=|xy+2y+3z y+7 —y+6
z I 0)\z I 0 x+y Z+2 —-z+3 x+y z+2 —z+3
X’+y-z  x+1 —-x+3 0 0 4
La ecuacion matricial a resolver es: | xy+2y+3z y+7 —-y+6|=| 3 7 6
Xty z+2 —z+3 -1 3 2
Por tanto, el sistema a resolver serd:
X +y—-z=0 ¥ +y-z=0
x+1=0 x=-1
—x+3=4 x=-1
xy+2y+3z=3 xy+2y+3z=3
y+7=7 Efectuando operaciones: y=0
-y+6=6 y=0
x+y=-1 x+y=-I
z+2=3 z=1
~z+3=2 =1

Comprobemos que los valores de x,y, 7z obtenidos cumplen las tres ecuaciones que quedan,
¢ X+ y—2z=07?
(—=1)P+0-1=1-1=0, se cumple.

(XY+2y+3 72=37?
(=1).0+2.0+3.1=23, secumple.

lZx+y=-17?
1.(-1)+0=-1,secumple.

Solucion: x=-1, y=0, z=1
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Matematicas II Julio 2015

x=1-2«
2x—y+5=0
PROBLEMA B.2. Se dan las rectas r:d°" v y s:iy=2+a Yyelplano
6x—z+8=0 g
z=3-

r:2x+mz+1=0,siendo m un parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos
los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa de las rectas r y s y el punto (o puntos) comunes a r y s.
(4 puntos)
b) El valor del pardmetro m para que la recta s sea paralela al plano 7. (3 puntos)
c) La ecuacion del plano que contiene alarecta s y al punto P (1,2,4). (3 puntos)

Solucion:
a) ;Posicion relativade r y s?
Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas.
{2 x—y+5=0
r:

como {menor de y z} ‘ =1#0, despejamos z e y en funcion de x.

6x—z+8=0 -]
2x—y+5=0 - 5.2 —542 ¢
S A RN Y= SN R ¥ _4N y=5+2A1 AeR
6x—z+8=0 —z=-8—-6x z7=8+6x
7=8+61
P0.5,8)
Por tanto: r:< _,
v.(1,2,6)
say=2+a — 54,
=3-q v(=2,1,-1)

- -
Para estudiar la posicion relativa de las rectas r y s estudiamos el rango de la matriz [v, v, RPS} , es

1 -2 1
decirr M=|2 1 -3
6 -1 -5
Rango de M, {M es 3 x 2, luego mdximo rango de M es 2}
|1| =120 — ranM)=>1 se cortan
1 =2 — ran(M)=2 — rys{o
=]+4=5#0
2 se cruzan

Rango de M", {M " es 3 x 3, luego mdximo rango de M es 3).
Por el cdlculo del rango de M, sabemos que ran (M~) > 2

1 -2 1
2 1 =-3=-5-2436-6-3-20=0 — ran(M")=2
6 -1 -5

Como ran (M) = ran(M’) = 2, las rectas r y s se cortan.
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El punto de corte entre r y s lo obtenemos resolviendo el sistema de las rectas a partir de sus ecuaciones
paramétricas. Es decir,

A=1-2« A+2a=1
5+2A=2+a — <2A-a=-3 De este sistema, segiin el estudio de rangos anterior, sabemos que
8+6A=3-« 6l+a=-5

rango de la matriz de coeficientes = rango de la matriz ampliada = 2 = n° de incégnitas (1 y «).
Resolvemos usando 1y 2 ecuacion (corresponden al menor de orden 2 no nulo). El sistema a resolver es:

A+2a=1 A+2a=1
2A-a=-3 2x2* |4A-2a=-6
51 =5 5 A=-1

Sustituyendo en la 2* ecuacion: 2 (-1)-a=-3; -2 —a=-3;, —a=-3+2; —a=-1; a=1

Sustituimos los valores de las incognitas en las ecuaciones de r y s para comprobar que se obtiene el
mismo punto. Solo seria necesario sustituir en una de las rectas.

x=—1 x=1-2.1=-1
En r:iy=5+2(-1)=3 En s:qy=2+4+1=3
z=8+6(-1)=2 z7=3—-1=2

Por tanto, el punto de corte entre las rectas r y s es(-1,3,2)

b) ;m / rectas // plano n?

- - - - o
Como sllxr — v, Ln, n, vector perpendicular al planow| — v, .n,=0

‘Z(_Z’]’_]) y n_;(z’o’m)’ \211_;2(—2,],—])(2,0,;71):_4_,71
Porloque, —4-m=0; m= —4

En conclusion, para que la recta s sea paralela al plano n debe ser m =— 4.

c)splano 7?2 / rectasct y P(1,2,4)eT
Para obtener la ecuacion del plano T necesitamos un punto y dos vectores directores del plano.
P(1,2,3)et
Como sCctT — <.
vs(—Z 1, —I) es director de T
Ademds, P(1,2,4)e 1
punto (I , 2, 3)
Por tanto, del plano T conocemos — Ju=v, (—2 A, =1 )

-

y = P_P:0,0,
o7
x—=1 y-=2 z-4
La ecuacion del plano 7 serd: | —2 1 —1 |=0, efectuando operaciones:
0 0 -1
—x+1-2y+4=0;, —x-2y+5=0; x+2y-5=0

- - 2
Como los vectores u 'y v no son paralelos ( — j sirven como vectores directores de T.

Solucion: 7: x+2y-5=0
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PROBLEMA B.3. Se va a construir un depésito de 1500 m® de capacidad, con forma de caja
abierta por la parte superior. Su base es un cuadrado y las paredes laterales son cuatro
rectangulos iguales perpendiculares a la base. El precio de cada m* de la base es de 15€ y el
precio de cada m” de pared lateral es de 5€.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El coste total del depésito en funcion de la longitud x de un lado de la base. (3 puntos)
b) Las longitudes del lado de la base y de la altura del depdsito para que dicho coste total
sea minimo. (5 puntos)
c¢) El valor del minimo coste total del depésito. (2 puntos)

Solucion:

El deposito es un paralelepipedo de base cuadrada y sin tapa superior. Los datos del problema podemos
resumirlos en:

V = 1500 m’

base a 15 €/m’
y caras laterales a 5 €/m’

VR e e

a) Coste del deposito en funcionde x ( C).
Base cuadrada de drea x2, el coste de la base es: 15 x°
Area lateral, cuatro rectdngulos, mide 4 x y, el coste del drea lateral es: 5.4xy=20xy
Por tanto, C = 15 © + 20xy

Falta expresar y en funcion de x. Lo hacemos a partir del dato 'V = 1500

El volumen de la cajaes: V=x"y — x’y=1500 — y=15(2)0
X
Luego, C215x2+20x15?0:]5x2+30000
X X

Como x es la longitud del lado de la base, x > 0

Solucién: C =15 x> + 50000 , xeR"
X

b) ;x y / coste total minimo?
Busquemos el minimo de la funcion C anteriormente obtenida.

C:]5x2+30000, xeR*
X
= 3052220
X
30000 , ; , ,
30x— > =0 — 30x—-30000=0 — 30x =30000 — x =1000 — x=31000=10
X

Para determinar si es mdximo o minimo, estudiamos el signo de C~ en los intervalos:

1 |
I 1
0 10
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x | C

1 30.]—30]0200=30—30000:—29970<0
11 30.]1—300200=@>0
11 121
e \\ e /’
Luego: | |
0 10

En x = 10 C tiene un minimo relativo que, ademads, es el absoluto porque la funcion a la izquierda es

decreciente y a la derecha creciente.

Para x =10, yzgzﬁ
10

En conclusion, el coste del depdsito es minimo cuando el lado de la base mide 10m y la altura del depésito
es de 15m.

c) ; Minimo coste?

x=10 — C:]5.]02+30000

= 1500+ 3000 = 4500

Solucion: el coste minimo es de 4500€.
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