Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il - PAU

Curso 2020--2021 - Convocatoria ordinaria

Se desarrollan las diez preguntas de las dos opciones del examen.

Bloque A

Ejercicio A.1- Igualdad de matrices e inversa
La condicion A = A~! equivale, al multiplicar por A4, a A2 = I. Al elevar la matriz al cuadrado,
a>+1 0 2a
A% = 0 b 0
2 0 a’+1

Igualando las entradas con las de la identidad, se obtiene a> +1=1,2a =0y > =1. Luegoa=0y b = +1.
Paraa=b=2,
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La primera y tercera coordenadas forman un bloque ( ) cuyo determinante es 3; la coordenada central

tiene inversa 1/2. Asi,
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Ejercicio A.2 - Dominio, asintotas y recta tangente

El denominador se anula cuando z2 — 1 = 0, es decir, en z = +1. Como el numerador no se anula en esos

puntos,
Dy =R\ {-1,1}, x = —1, x =1 son asintotas verticales.

Los limites laterales confirman las divergencias: en x = —1 son +oco por la izquierda y —oo por la derecha; en
2 =1 son —oo por la izquierda y +oo por la derecha.
Dividiendo polinomios, ,
T 4 z+4

fle) = xgjl =Tt a:;i 1
El resto dividido por el denominador tiende a cero cuando x — +oo, asi que y = z es la asintota oblicua en
ambos extremos. Ademas, f(z) tiende a —oo Siz — —oo Y a 400 Si @ — +oo, por lo que no hay asintota
horizontal.

Enz =0, f(0) = —4. La derivada del cociente vale

e 3% (2 — 1) — 2x(2® + 4) B
f(0) = @12 =0.

=0

La tangente tiene pendiente cero y pasa por (0, —4), de modo que su ecuacion es y = —4.

’Df =R\ {-1,1}; « =41 verticales; y =z oblicua; tangente: y= —4.

Ejercicio A.3 - Continuidad y area

a) La funcion es polindmica para x < 1y logaritmica para = > 1; el Unico punto que hay que comprobar es el
de union, x = 1. La rama izquierda toma el valor 1 — a, mientras que la rama derecha tiende aln1 = 0. Por
tanto, la continuidad exige 1 — a = 0, es decir, a = 1.

b) Con a =1, en [-1,0] la funcién es 2 — z. Es positiva en el interior del intervalo, asi que el area coincide

con la integral:
0 3221 1 1 5
/,1@ z) dz [3 5], 7372756
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a=1; A= % unidades cuadradas.

Ejercicio A.4 - Probabilidad condicionada

Sean T el suceso «teletrabaja» y S el suceso «padece trastornos del suefo». Se conoce P(T) = 0,6, P(S |
T) =03y P(S|T°) =0,8.

La probabilidad de que teletrabaje y no padezca trastornos es el producto de la probabilidad de teletrabajar
por la probabilidad condicionada de no padecerlos:

P(TNS%=PT)P(S°|T)=0,6(1-0,3)=0,42.
Para el apartado b), usamos Bayes. Primero,
P(S8¢)=P(T)P(S¢|T)+ P(T°)P(S5¢|T°) =0,6(0,7) + 0,4(0,2) = 0,5.

Por tanto,
o oe P(T°nsS¢ 0,4(0,2
P(T°| 5% = (P(SC) ) _ 0(5 ):0,16.

|P(I'N8%) =042 P(T°]S%) =0,16.|

Ejercicio A.5 - Intervalo para una proporcion y tamaiio muestral
a) La proporcién muestral es p = 320/500 = 0,64. El intervalo de confianza normal para una proporcién es

R p(l—p
DL 21 a2 ( )
n
Para una confianza del 96%, zg 95 ~ 2,055. Por tanto,
0,64 £ 2,05 M = 0,64 £+ 0,0441.

500

b) Para garantizar un error maximo £ = 0,05 con 95% de confianza, se usa n > 23 4;5p(1—p)/E?. Sustituyendo
el valor supuesto p = 0,5:
s 1:96%(05)(0.5)
- 0,052

El tamano tiene que ser entero y satisfacer la desigualdad, de modo que se redondea hacia arriba.

— 384,16,

[1Coo(p) ~ (0.5959,0,6841);  nomn = 355.

Bloque B

Ejercicio B.1 - Discusién y resolucion de un sistema
La matriz de coeficientes es

11 -1
A=[1 -1 a*|, detA=3(*-1).
2 -1 1

Sia # +1, el determinante no se anula; el rango de A es 3 y el sistema es compatible determinado.
Sia=10a= -1, latercera fila es combinacion lineal de las dos primeras: cumple

1 3
o= -F +°2F
3 21+22»

y los términos independientes también verifican 4 = 1(—1) + 2(3). Asi, rg(4) = rg(4*) = 2 < 3, luego el
sistema es compatible indeterminado.

Para a« = 1, sumando las dos primeras ecuaciones se obtiene 2z = 2, luego x = 1. La primeraday — z = -2,
por lo que, tomando y = A\, queda z = A + 2.

a#+1:SCD; a=+1:SCl;  (z,9,2) = (LA A+2), AeR(a:n.\

Ejercicio B.2 - Region factible y beneficio maximo
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Sean z los kilogramos de almendras e y los de avellanas. Las existencias y condiciones del enunciado se
traducen en

3
0<x<50, 0<y<25, xZ§y7 60 <z +y <70.
El beneficio es B(x,y) = = + 2y. Las intersecciones que forman los vértices del recinto son
(36,24), (37,5,25), (45,25), (50,20), (50,10).

Por ejemplo, (36,24) resulta de z = 1,5y ¥ = + y = 60; los otros puntos se obtienen al intersectar las restric-
ciones activas correspondientes.

y (kg de avellanas)

B
| AN

(50, 20)

(50, 10)

» v (kg de almendras)

Al ser lineal el beneficio, evaluamos en los vértices:

(z,y) | (36,24) (37,5,25) (45,25) (50,20) (50,10)
B=z+2y| 84 87,5 95 90 70

’Bmax = 95 euros, con 45 kg de almendras y 25 kg de avellanas. ‘

Ejercicio B.3 - Grecimiento, extremos e integral
El dominio de f(z) = (2% — 3)e® es R. Para estudiar su monotonia, calculamos la derivada:

fl(x) = e"(2® + 22— 3) = e (z + 3)(x — 1).

Como e* > 0, los puntos criticos son z = -3y z = 1, y el signo de la derivada viene dado por (z + 3)(x — 1).
Es positivo en (—oo,—3) ¥ (1,+00) Y negativo en (—3,1). Por tanto, hay un maximo relativo en z = —3 y un

minimo relativo en z = 1: .
F=8) == 1) =-2e.

Para el apartado b), los factores exponenciales se cancelan dentro del integrando:

2 2 3 2
—x _ 2 — 1‘7_ :_g
/1 e f(ac)dgc—/1 (z* —3)dx [3 SxL 3
2

2
Maximo local (—3,6/¢*); minimo local (1, —2e); / e P f(x)dx = -3
1

Ejercicio B.4 - Probabilidad condicionada e independencia
El enunciado da P(A) = 0,5, P(B | A) = 0,4y P(AU B) = 0,9. De la probabilidad condicionada,

P(ANB)=P(A)P(B| A) =0,5(0,4) =0,2.
El suceso AU B se compone de Ay de BN A, que son incompatibles; por ello
P(BNA)=P(AUB)— P(A)=0,9-0,5=04.

Asi, P(B | A) = 0,4/0,5 = 0,8. Ademas, P(ANB) = 0502 = 03y P(B) = 0,3+ 0,4 = 0,7. Si fueran
independientes, P(A N B) seria P(A)P(B) = 0,35, distinto de 0,3; luego son dependientes.

’P(B | A) = 0,8; Ay B son dependientes. ‘

Ejercicio B.5 - Distribucion de la media e intervalo de confianza
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a) Para n = 36, la media muestral tiene distribucién normal de media 120 y desviacion tipica 20/v/36 = 10/3.
Tipificando el umbral de 125 g:

125 — 120

P(X'<]25)::¢< 073

>:@@m:m%w.

b) El intervalo es simétrico y su punto medio es la media muestral:

. 117,3444 ; 124,6556 101, F = 3.6556.

Cono =20y n = 81, el error tiene la forma £ = 2,_,,5,20/9. Entonces z,_, /> = 3,6556/(20/9) ~ 1,645, que
corresponde a una confianza central del 90%.

>

’P( < 125) = 0,9332; nivel de confianza = 90%.
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