Matematicas II Junio 2015

PROBLEMA A.1. Se dan las matrices A= (é _23 j y B= (é ’;j .

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La matriz inversa de la matriz A. (2 puntos)
b) Las matrices X ¢ Y deorden 2x 2talesque XA=B y AY=B. (2 + 2 puntos)
c¢) Justificar razonadamente que si M una matriz cuadrada tal que M = I, donde I es la
matriz identidad del mismo orden que M, entonces se verifica la igualdad M7= M’
(4 puntos)

Solucion:
a) A'?
Comprobemos si existe A

-3

1 _
A= =2+6=8#0 — 3JA”
2 2

Calculemos A'I,

] =3\ menores 2 2\ adjuntos 2 =2\ traspuesta 2 3
A= - — —
2 2 -3 1 3 1 -2 1

) , 1(2 3 1({2 3 2/8 3/8 - 3 _
Finalmente, A~ =-— =— = , simplificando las fracciones:
A\-2 1) 8\-2 1) (-2/8 1/8

114 3/8
-1/14 1/8

Solucién: A~ :(

b); X?/XA=B
En el apartado anterior hemos obtenido A™. Multiplicando por A por la derecha:
XAAT=BA' - XI=BA' — X=BA" porloque

3 3
I 3\(2/8 3/8) |g s 5| (418 618\ (-1/2 3/4
X: = = =
2 -2)\-2/8 1/8) |4 6 2 818 418 1 1/2
8 8 8

;Y ?/AY = B, multiplicando porA'I por la izquierda:
ATAY=A"B — IY=A"B — Y=A"B, luego:

2,6 6.6
y_(2/8 38 (1 3\_| 8T8 s s |_(8/8 0 _(1 0
-2/8 1/8)\2 -2) |=2.2 =6_2 0 -8/8) \0 -1

§ 8§ 8 8

—-1/2 3/4 1 0
Solucion: X = e Y=
1 1/2 0 -1
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¢) Sea M una matriz cuadrada/ M* =1, gMS =M7?
Podemos resolverlo de dos formas diferentes:
*) Calculemos, por separado, M I y M’
M’=M?>M =(como M>=1)=1M =M MP=M cqe
M =M*M’M°> M=111M-=M

*%) Veamos si a partir de M’ llegamos a M°,
M =M’M*M° =11M° =M’ cqec
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PROBLEMA A.2. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) La ecuacion del plano 7 que pasa por el punto P(2,0,1) y esperpendicular ala

z=0
b) Las coordenadas del punto Q situado en la interseccion de larecta r y del plano x.
(2 puntos)
c) La distancia del punto P a la recta r (3 puntos) y justificar razonadamente que la
distancia del punto P a un punto cualquiera de la recta r es mayor o igual que

5

x+2y=0
recta r: (3 puntos)

(2 puntos)

Solucion:

a) jplanon?/Perm y mwLr
Como 7 _Lr un vector normal del plano © es un vector director de la recta r.
Obtengamos un vector director de r. Pasemos a paramétricas la ecuacion de la recta r,

=-21
x+2y=0 x==2y g Pr(O’O’O)
riy — _ — y=A4 AeR —> <,
z=0 z=0 =0 v (=2,1,0)

punto  P(2,0,1)
Por tanto del plano © conocemos < _,

n,(-2,1,0)
La ecuacion del plano © serd: —2x+y+0.z+D=0 — -2x+y+D=0
Determinamos el valor de D con la condicion de que el punto P es del plano,
-2.240+D=0 - -4+D=0 — D=4

Finalmente, w:-2x+y+4=0 o #w:2x-y-4=0

b) ;Punto Q? / Q=rnNmn
Para obtener el punto Q resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la recta r y el plano =,

x+2y=0
z=0 este sistema nos da el valor de z ( z = 0 ); obtendremos los valores de x e y
—2x+y+4=0
resolviendo el sistema formado por la 1°y 3° ecuaciones.
x+2y=0 x+2y=0
_2x4y+4=0 - _2x+y=—4 despejando x de la 1? ecuacion: x =-2y

y sustituyendo enla2®: —2(-2y)+y=-4 — 4y+y=-4 — S5y=-4 — y=—o

5
luego, x=-2 _—4 =§
5 5

Finalmente, Q §,_—4,0
5 5
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c)gd(Pr)?
Los cdlculos realizados en los apartados anteriores, plano «t (que es perpendicular a r por P) y punto Q
(corte entre r y x) son los que corresponden para calcular d (P, r)=d (P, Q ). Por tanto

d(P,r)=d(P,Q)=\/(2—§j +(0—_—4j +(1-0) =\/(§j +(fj +I=1/i+£+l=\/4—75=£ul,
5 5 5 5 25 25 25 5

También podemos calcular la distancia pedida por la formula correspondiente,
PPXx v,
d(P,r)="—7-

N
v

r

P(2,0,1)
P(0,00)e r

} - PTP(Z,O,]) y :, (- 2,1-0){obtenido en a)}

-

i
PPxv =| 2
-2

~ O .l
S ~ X
Il
N
(Ti
[\
kfi

_JCIF+ 2P + (F =T =4 =3
=20 +(1) + (0 =V4+1=+5

— —
PPXx vy,

N
1%

r

PrpX V. 3 3\/5 3\/§
Luego,d(P,r):f:ﬁ:\/E\/g: 5 u.

1%

r

l.

La justificacion de que la distancia del punto P a un punto cualquiera de la recta r es mayor o

igual que , viene de la definicion de distancia de punto a recta como la menor de las distancias del

punto a cualquier otro de la recta.

Otra justificacion. Grdficamente la distancia del punto P a la recta r se mide en perpendicular,
& La distancia de P a cualquier punto de la recta r
(distinto de Q), como se observa en el grdfico, seria
la hipotenusa del tridngulo rectdngulo PQOR; por
tanto d; (hipotenusa) > d (cateto). Es decir,
d(P,R)>d(P,Q)=d(Pr)
35
5

q, Luego, d(P,R) >

c.q.c

Una ultima forma de justificacion seria estudiar la monotonia de la funcion d ( P, R ) siendo R un punto
cualquiera de la recta r.

Segtin obtuvimos en el apartado a), de la ecuacion paramétrica de r se deduce que cualquier punto de
larecta r serd: (-2 A,A,0) y como P(2,0,1),

d(P,R)=AC+2AF +(0-AF +(I-0) =v4+8A+4F + X +1=+/5+8A+57
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Por cdlculo el radicando es una suma de términos al cuadrado, luego para cualquier valor de A este
radicando es positivo. Podemos estudiar la monotonia de d ( P, R ) estudiando la monotonia del
radicando, es decir,

y=5+8A+5X
y=8+104
~8 -4
8+101=0 — 10A=-8 — A=—=""
10 5

e . .. o -4 .
Como 8 + 10 A es, grdficamente, una recta de pendiente positiva, a la izquierda de s es negativa 'y a

. -8 .. . . .
la derecha positiva. Por tanto para A = r hay un minimo relativo, que por lo dicho anteriormente es

el absolutode d(P,R).

x:_giizlé
5 5
—4 8§ —4
Pamﬂ:_?(g, y:T — R(E,?,Oj
z=0

La minima distancia es:

e (18] o ot [ - (5
5 5 5 N 25 25 25 5

3J5
5

Por tanto, para cualquier punto de la rectar d(P,R) > c.q.c.
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PROBLEMA A.3. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién real f definida por
fix)=(x—-1)(x—-3),siendo x un nimero real. (3 puntos)
b) El 4rea del recinto acotado limitado entre las curvas y=(x-1)(x-3) e
y=—=(x=1)(x-3). (4 puntos)
c) El valor positivo de a para el cual el area limitada entre lacurva y=a(x-1)(x-3),
eleje Y y el segmento que une los puntos (0, 0) y (1, 0) es 4/3. (3 puntos)

Solucion:
a) Para obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion tenemos que estudiar el signo de
f1x).
fix)=(x-1)(x-3), efectuando las operaciones: f(x) = X—4x+3
Dom f(x) = R, por ser una funcion polinémica.
fx)=2x-4
2x—4=0;, 2x=4; x=2
Para obtener el signo de f'(x) consideremos que f(x) es un polinomio de primer grado con coeficiente de x
positivo cuya raiz es x = 2, es decir:

2

Por tanto, f(x) es creciente en (2 ,+ oo) y decreciente en (— oo, 2)

b) Area del recinto acotado limitado entre las curvas
y=(x-1)(x-3)=x-4x+3 e
y=—(x-1)(x-3)= - xX+4x-3
Busquemos los puntos de corte entre las dos curvas:
X —4x+3=-xX+4x-3
2xX-8x+6 = 0, simplificando entre dos: X¥-4x+3=0—> (x-1)(x-3)=0 >
x=1=0 — x=1
x=3=0 — x=3

Para x=1, y=(1-1)(1-3)=0 —(1,0)
Para x =3, y:(3—1\)(3—3):0—> (3,0)

Como las dos curvas
son pardbolas, |
podemos realizar la y=o'—4z+3
representacion
grdfica
rdpidamente:

El drea pedida serd:

Esta drea la obtenemos a partir del siguiente cdlculo integral:
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Azj.[(—x2 +4x—3)— (x2 —4x+3)]dx:j“—2x2 +8x—6]dx:{_2x3 82 x}

3 1

0— _—2—2 =3+2:§u.a.
3 3

.3 3 _ 3 3 _
={ 2x +4x2—6x} 2( 23'3 +4.32—6.3j—( 23'1 +4.]2—6.1J=(—18+36—18)—(72+4—6j:

Solucion: A =§ u.a.

c) El valor positivo de a para el cual el drea limitada entre la curva y=a(x—1)(x—-3 ), eleje Y y el
segmento que une los puntos (0,0) y (1, 0) es 4/3.

Representacion grdfica del problema.
yv=a(x—1)(x-3)=a(x2—-4x+ 3 ), como el valor de a deber ser positivo la pardbola tiene la forma:

|\
3a\

x| y | Anadiendo el segmento
Calculamos algunos I
valores para 1] 0 |que une 105 P u'ntos ejey
representar la 310 (0,0)y (1,0)yelejeY.
P ol El drea que queremos
parauowa 0 | 3a | calcular es:

(0, 0) (1,0)

segmento

Esta drea la calculamos mediante la integral:

1
J-Ia(x2—4x+3)dx=a.|.](x2—4x+3)dx:a{x—3—4x—2+3x} =a[(£—4£+3.1]—0}=a(l—2+3j=
0 0 3772 372 3

0
=a(l+lj=af
3 3

Como deber ser a ; = — a=1

WA

Solucion: a=1
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I-a)x+Ra+D)y+QRa+2)z=«
PROBLEMA B.1. Dado el sistema de ecuaciones a x+ ay =20 +2

2x+ (a+Dy+(@-Dz =a’-2a+9
Donde « es un parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:
a) Todas las soluciones del sistema cuando a=1. (3 puntos)
b) La justificacion razonada de si el sistema es compatible o incompatible cuando « = 2.
(3 puntos)
c) Los valores de « paralos que el sistema es compatible y determinado. (4 puntos)

Solucion:
a) ;Soluciones para o= 1?
Para a=1 el sistema a resolver es:

3y+dz=1 0 3 4 i 1

x+y —4 La matriz ampliada de este sistemaes: M’ =|1 1 0|4
|

2x+2y =8 2 2 08

Calculemos el rango de M,

4=4£0 — ran(M)=1

4
=—4+0 — ran(M)=2
0 — ran(M)=2

=(F,=2.F,)=0

~
N~ W
S S A

Calculemos el rango de M,
Considerando el estudio realizado anteriormente ran(M’) > 2, el menor de orden 3 de M~ por
estudiar es:

3 4 1

Luego, ran (M )=ran (M~ ) =2 < 3 = n’incognitas — Es un sistema compatible indeterminado.

Para resolver el sistema utilizamos las ecuaciones e incégnitas correspondientes al menor de orden 2 no
nulo. Es decir, 1*y 2“ ecuacion y como incognitas z e y.
El sistema a resolver serd:

3y+4z=1

{ yrez p sustituyendo el valor de y que da la 2* ecuacion en la 1°

y =4-x

S(4-x)+dz=1; 12-3x+4z=1; 4z=1-12+3x 4z=-11+3x z=—_114+3x

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com



Finalmente, para a=1 las soluciones del sistema son: <y=4—-1 AeR

b) Para a =2 el sistema a resolver es:

—x+5y+6z=2 -1 5 6 i 2

2x+2y =6 Lamatriz ampliada de este sistemaes: N =| 2 2 06
|

2x+3y+z =9 2 3 19

Calculemos el rango de N,

-l=-1#0 — ran(N)21
-15
=-2-10=-12#0 — ran(N)>2
2 2 — ran(N)=2
-1 56
2 2 0|=—2+36-24-10=0
2 31

Calculemos el rango de N,
Considerando el estudio realizado anteriormente ran(N°) > 2, el menor de orden 3 de N’ por estudiar

es.

-1 5 2

2 2 6|=-18+12+60-8+18-90=-26#0 — ran(N')=3
2 39

Luego, ran (N ) =2 #3 =ran(N") — Es un sistema incompatible.

Para a=2 el sistema es incompatible.

c) ¢ Valores de o para los que es S.C.D.?

(I-)x+Qa+Dy+Qa+2)z=a La matriz I-a 20+1 2a+2i o
ax+ vy =20 +2 ?mmmm A= «a a 0! 2a+2

e este | D)
2x+ (@+Dy+(@-Dz =’ -2a+9 sistema es: 2 a+l a-ljo-2a+9

La matriz de coeficientes, A, es 3 x 3, por tanto el mdximo rango de A es 3
La matriz ampliada, A", es 3 x 4, por tanto el mdximo rango de A~ es 3.
Empezamos estudiando la matriz de coeficientes.

I-a 20+1 2a+2
20+1 2a+2

o+ 1 o—1

|A| = o 0| = (desarrollando por F, )=-a
2 a+l a-1

2 o—1

r—a 20042
a

( multiplicamos los binomios correspondientes),
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20 +1 20 +2 a -1
a -1 a +1 -a +1
-2a -1 +2a +2 +a -1
200 +a 200 +2« -’ +a
200 —a -1 2a° +4a +2 -’ +2a -1

=—ad? —a-1-20 ~4a-2)+a(-d +20-1-4a-4)=-a (-5a-3)+a (- &’ - 20— 5)=

—a(Sa+3-a-2a-5)=a-a* +3a-2)

a=0

— P — —
a(-a? +3a-2) 0<_a2+3a_2:0

Resolviendo la ecuacion de 2° grado por Ruffini,

-1 3 =2
1 -1 2

-1 2 0 - o=1y a=2
2 -2

-1 0

Luego, para a#0, 1,2 ran(A) = 3, como ran(A°) > ran(A) y ran(A°) <3, también ran (A°) = 3; es

decir, ran(A) = ran(A”) = 3 = n° de incognitas — Sistema compatible determinado.

Sabemos que para a = 0, 1, 2 el sistema no serd compatible determinado, aunque es fdacilmente justificable:

- Para a= 1, visto en apartado a), S. C. Indeterminado
- Para a = 2, visto en apartado b), S. Incompatible

- Paraa=0
1 1 210
|
A=l0 0 0|2]| F; eslaecuacion 0 =2 (Falso), luego S. Incompatible
|
240 'SER

Finalmente, el sistema es compatible y determinado para € R — {0, 1,2 }
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PROBLEMA B.2. Se dan | xmyrI=0 el
. . r: S: '
e dan las rectas dx—z42=0 y x—27-3=0

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El plano paralelo a larecta s que contiene a la recta r. (3 puntos)
b) La recta ¢ que pasa por el punto (0, 0, 0), sabiendo que un vector director de ¢ es
perpendicular a un vector director de r y también es perpendicular a un vector director

de s. (3 puntos)
c) Averiguar razonadamente si existe o no un plano perpendicular a s que contenga a la

recta r. (4 puntos)

Solucion:
a) ¢;Plano paralelo a s que contiene a r?

wlls — v, serd director de
rcx—Pen y v, serddirectorder
Obtengamos los elementos de r y s necesarios. Nos interesa obtener las ecuaciones paramétricas de

ambas rectas.

x—y =-3 1 -1
r: como =2#0, despejamos x e y en funcion de z.
2x —z=-2 0
-3 -1
‘ ‘ x——]+i/l
-2+ 0| - -
pof2te 0] =24z .z 2
- - riiy=2+—241 AeR
2x =-2+4Z 2
1 -3 1
2 247 -24z+6 4+z z T
2 4 2 2
P(-1,2,0)
Por tanto: r:< -
v, L1, =~(1,1,2)
2 2
] x=3+2u
3y+1=0 3y=-1 = ~1
s:{y2 30—>{y32 - 3 3 %s:yz? HER
ATerTIE X=2HeL x=3+2z
Z=H
-1
P{j’,—,Oj
Por tanto: S : 3
v, (2.,0.,1)
, v (1,1,2)
Luego, del plano © conocemos: punto R(—],Z,O) y vectores directores .
v.(2,0,1)
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x+1 y-2 z
La ecuacion del plano © serd: 1 1 2|=0
2 0 1

x+1+4(y-2)-2z-(y-2)=0
x+1+4y-8-2z-y+2=0
x+3y-2z-5=0

Solucion: m: x+3y-2z-5=0

b)jrecta t? / (0,0,0) et y V,L(vr y vs]

i j k
;J_(; ij,porlotanto v=v xv=|l 1 2|=i+dj-2k—j=i+3j-2k=(1,3,-2)
2 0 1
x=0+A1 x=A
Y la ecuacion paramétrica de la recta t serd: t:3y=0+34 AeR — t:{y=34 AeR
z=0-24 7==-24
x=A
Solucion: t:9y=34 AeR
z=-24

c)  Existeunplano # / s1lx y rcrx?
Como sl — n,=v = (2,0,1) [n” vector perpendicular al plano JZ}

- -

Como rcmr — v, Ln,

Veamos si esto ultimo es cierto,
- -

v-n,=(112)(2,01)=2+0+2=4+#0, por tanto estos vectores no son perpendiculares.

En conclusion, el plano m pedido no existe.
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PROBLEMA B.3. Un pueblo esta situado en el punto A (0, 4) de un sistema de referencia

cartesiano. El tramo de un rio situado en el término municipal del pueblo describe la curva
2
y=—, siendo —-6=<x<6.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La distancia entre un punto P (X, y) del rio y el pueblo en funcién de la abcisa x de P.
(2 puntos)
b) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia minima del pueblo. (4 puntos)
c¢) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia maxima del pueblo. (4 puntos)

Solucion:
Representemos grdficamente los datos del problema,

P(x,y)

YT

-6 9

_4 4
19 A(0,4)

0 0

4 4

6 9

a) ¢Distancia entre P y A?

2 2
cz’zal(P,A):\/()c—0)2+(y—4)2 =[como P esde la curva yzxj, ] = \/x2+(x7—4j =
4 2 4 4
=\/x2+x——8x—+16 =\/x—+x2—2x2+16 =\/x——x2+16
16 4 16 16

4
Solucién: d(P,A)=1/;—6—x2 +16  xe[-6.,6]

b) Debemos buscar el minimo de la funcion d del apartado anterior.

3 3
4i—2x x——Zx
4

- 4 4
2\/x—x2+16 2\/x—x2+16
16 16
Estudiemos el signo de d’. En d” el radicando del denominador lo obtuvimos como suma de dos términos al
cuadrado, por tanto es positivo. Luego el denominador es positivo y el signo de d” depende del numerador.

Estudiamos el signo del numerador,

3
X

7—2x=0 > X -8x=0 - x(x2—8)=0<

x=0
X-8=0 - x’=8 — x=%J/8=#22
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1 | 1 1 ]
! I I I I
Tenemos que estudiar el signo de d’ en los intervalos: -6 23 0 23 6

=B =28
Como el numerador es un polinomio de tercer grado con tres raices reales, el signo del polinomio alterna
en los cuatro intervalos; solo necesitamos calcular el signo de d” en uno de los intervalos.

3 —
Ly 1 -2 =7
x=1 — d'= 4
]4
2\/ -I’+16 \/+15 \/+15
16
l _ | i ] _ ] + |
I | I [ |
Por tanto: -6 ~2./2 0 22 6
minimo meaximo minimo
relativo relativo relativo

Como a la izquierda de los minimos la funcion es decreciente y a la derecha creciente, uno de ellos o ambos
serdn los minimos absolutos.

Calculemos el valor de d en los dos minimos relativos obtenidos:

x=-242 > d=\/( 22 —(-2v2f +16 \/ﬂ—4 2416 =J4-8+16 =12

x=242 - dz\/@—(%/?)z+l6 :\/%—4.2+16 —J4-8+16 =12

Como en los dos minimos relativos la funcion vale lo mismo, ambos son los absolutos.

4

4 4
Solucion: los puntos del rio situados a distancia minima del pueblo son (— 242, 2) y (2\/5 , 2).

Obtengamos los puntos del rio,

c) Del estudio realizado en el apartado anterior, el mdximo relativo de la distancia se alcanza en x = 0. Pero
como estamos trabajando con una funcion definida en un intervalo, el mdximo absoluto se puede alcanzar
en los extremos del intervalo o en el mdximo relativo.

Veamos,
04
x=0 — d=]——0"+16 =.J16 =4
16
x=—6 — d:J(]Z) - +16 _\/@—36 16 =~/61=7"8102

4
x=6 — d—wff—6—62 +16 = @—36“6 =/61=7"8102

Es decir, los puntos del rio situados a distancia mdxima del pueblo son (-6,9) y (6,9).
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