Matematicas 11 Septiembre 2010

PROBLEMA A.1.
ax+a’ y+z=1
Dado el sistema de ecuaciones lineales {a x4+ & y+z=1 donde a esun pardmetro

a x+ay+z=1
real, se pide:
a) Deducir, razonadamente, para qué valores de a es compatible determinado. (4 puntos)
b) Deducir, razonadamente, para qué valores de a es compatible indeterminado.
(3 puntos)
c) Resolver el sistema en todos los casos en que es compatible indeterminado. (3 puntos)

Solucion:
Estudiemos el sistema. La matriz ampliada del sistema es:

a o 1i1

A=la a 1.1

|
@ a 1)1
La matriz de coeficientes, A, es 3x3 por lo que su mdximo rango es 3.

La matriz ampliada, A", es 3x4 por lo que su mdximo rango, también, serd 3.
Empezamos estudiando el rango de A.

a o
A=la a |=d+d+d - - - = 20 +& =Pl ~207 +1)
a a
a=0 - a=0
a\d' —20 +1)=0 — ()£ () — _
( ) o 21120 — = (D2 —4.1.1 :2i 4-4 =2=1 NV

2.1 2 2

A partir de este estudio iremos obteniendo las respuestas a los apartados.

a)
Para o#-1,0,1 secumple |A| #0 luego rang(A) =3 y como el mdximo rango de A’ es 3,
rang(A’) =3
Luego, rang(A) = rang(A’) = 3 = n°de incognitas — Sistema Compatible Determinado.
Por lo tanto el sistema es compatible determinado para o #-1, 0, 1.
b) Estudiemos el sistema para los valoresde a=-1,0, 1
Sabemos que para estos valores de o |A| =0 luego rang(A)<2.
o=-—1
-1 -1 111
|
La matriz ampliada es: A=|—-1 -1 1]1
|
-1 -1 11
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Como las tres filas son iguales y sus elementos no nulos — rang(A’) =1 =rang(A) <3 =n°de
incognitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

a=20
0 0 11
La matriz ampliada es: A=|0 0 lil
00 11

Las tres filas son iguales, a efectos de cdlculo de rango nos podemos quedar con una sola fila.

Como A=(0 0 1) — rang(A) =1 ( hay un elemento no nulo en la matriz).

Andlogamente, A"=(0 0 1 1) — rang(A’) =1

Luego, rang(A’) = 1 = rang(A) < 3 = n°de incognitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

o=1
11 111
La matriz ampliada es: A=|1 1 lil
11101

Como las tres filas son iguales y sus elementos no nulos — rang(A’) =1 =rang(A) <3 =n°de
incognitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

La respuesta del apartado b) es: el sistema es compatible indeterminado para o.=-1, 0, 1.

c) Resolvamos el sistema en los casos en que es compatible indeterminado.
o=—1, rang(A’) = 1 = rang(A)
El menor no nulo que proporciona el rango de A es, por ejemplo, la;3| =111 # 0.
La ecuacion que tenemos para resolver serd: —x—y+z=1 — z=1+x+Yy

x=A1
Para o = — 1, la solucion del sistema es: Yy = H A, e R
z=1+A+u

o =0, rang(A’) =1 = rang(A)
El menor no nulo que proporciona el rango de A es, por ejemplo, la;3| =111 # 0.
La ecuacion que tenemos para resolver serda: Ox+0y+z=1 — z=1

x=4
Para 0. = 0, la solucion del sistema es: Y =M A, e R

z=1

o= 1, rang(A’) = 1 = rang(A)
El menor no nulo que proporciona el rango de A es, por ejemplo, la;;| =111 # 0.
La ecuacion que tenemos para resolver serd: x+y+z=1 — x=1-y—z

x=1-A-u
Para o. = 1, la solucion del sistema es: Y = A A, pueR
I=U
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PROBLEMA A.2. Se pide obtener razonadamente:
a) La ecuacion del plano m que pasa por los puntos O=(0,0,0), A=(6,-3,0) y
B=(3,0,1). (3 puntos)

b) La ecuacion de la recta r que pasa por el punto P=(8,7,—2) y es perpendicular al
plano m. (3 puntos)

c) El punto Q del plano m cuya distancia al punto P es menor que la distancia de
cualquier otro punto del plano n al punto P. (4 puntos)

Solucion:

a) La ecuacion del plano © que pasa por los puntos O =(0,0,0), A=(6,-3,0) y B=(3,0,1).
A partir de los tres puntos del plano calculamos los dos vectores directores del plano:

OA = (6,-3,0) - (0,0,0) = (6,-3,0)

0_)B =(3,0,1) - (0,0,0) = (3,0,1)
y tomando como punto del plano, por ejemplo, O = ( 0, 0, 0 ), podemos calcular la ecuacion del plano 7
x=0+64+3u x=64+3u
Ecuacion paramétrica {x=0-3A+0u A, ueR - x=-31 A, ueR

x=0+01+u x= U

6 3 x—-0 6 3 x
Ecuacion implici -3 0 y-0=0 - |-3 0 y|=0 — -3x-6y+9z=0,
cuacion tmp icita 0 ] Z—O 0 ] .

simplificando entre —3, x+2y—3z7=0

b) Ecuacion de la recta r que pasa por el punto P = (8, 7, — 2 ) y es perpendicular al plano
T:x+2y-3z=0
5

Como rlzx — v.=n, — v, =(12,-3)

Punto P =(8,7,-2)
De la recta r tenemos

5
vector director v, =(1,2,-3)

Por lo que :
x=8+1
Ecuacion paramétrica: {y=T7+24 AeR
z=-2-31
Ecuacion continua : x—8 =Y / _ it 2
1 2 -3

¢) (Qex? | d(Q,P)<d(P,,P) VP.ex

Como rL7, el punto Q serd el de corte entre el plano & y la recta r.
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x=8+1

r y=T7+24

{75 z=-2-31
x+2y=-3z=0

8+ A+2(7T+24)-3(-2-34)=0
8+A+14+44+6+94=0

144+28=0
144 = -28
A=-2

Sustituyendo este valor de 1 en la ecuacion de la recta
x=8-2=6
y=74+2(-2)=3
7=-2-3(-2)=-2+6 =4

Porlotanto Q (6, 3,4 )
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PROBLEMA A.3. Dadas las funciones f(x)=x y g(x)=2x"—x, se pide:
a) Obtener razonadamente los puntos de interseccion A y B de las curvas y = f(x) e
y = g(x). (3 puntos)
b) Demostrar que f(x)>g(x) cuando x >0. (3 puntos)
c) Calcular razonadamente el drea de la superficie limitada por las dos curvas entre los

puntos A y B. (4 puntos)

Solucion:
a) Puntos de interseccion entre y = f(x) e y = g(x)
Debemos resolver la siguiente ecuacion:
X =2x—x
X -2 +x=0
x=0
X’ -2x+41=0 — (x-1=0 = x-1=0 — x=1
Parax=0, fil0)=0°=0 — (0,0)
Parax=1, fll)=1"=1 — (1,1)

x(x*-2x+1)=0 <

Los puntos de interseccion buscados son: A=(0,0) v B=(1,1)

b) fix) = g(x)
Veamos cuando se cumple esta desigualdad.
X >2x—x
X = 2x+x>0
Segtin hemos obtenido en el apartado anterior: X -2 +x=x(x-1)
Como (x—1)* es siempre positivo, por estar elevado al cuadrado, el signo del primer miembro de la
desigualdad depende del de x.
Luego parax >0 se cumple que X’ — 2x> +x>0 y porlo tanto f(x)> g(x). c.q.d.

c) Representemos grdficamente las dos curvas.
Por lo resuelto en el apartado a) conocemos los puntos de corte entre ambas, A =(0,0) y B=(1,1).

2
y=2x"—-x
Es una pardbola. Buscamos sus puntos de corte con los ejes coordenados y su vértice.
x=0 — y=20"-0=0 — (0,0)
x=0 (0,0)

=0 - 2x’—x=0 — x2x-D=0 -
Y (@x=1) 2x-1=0 — 2x=1 — xzé [1‘0

2
Vértice xz;bzﬂzé N yzz(ij _izzi_i:i_i:__] (1 __]j

2a 2.2 4 4 16 4 8§ 4 8 4’8
y=x
La representamos a partir de una tabla de valores,
x |y=x
-1 | -1
0|0
1 |1
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La representacion grdfica serd: El drea a calcular es:

0.5 0.5

El cdlculo del drea pedida serd mediante la siguiente integral definida:
1

.E(x3_(2x2—x))dx=£(x3_2x2+x)dx: xT:_z_xS_l_x_z =l—g+l—0=3_8+6= 1

3 2 4 3 2 12

0

El drea de la superficie limitada por las dos curvas mide i u.d.
12
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PROBLEMA B.1. Dadas las matrices

x+2 4 3 y+1 4 3
Ax)=lx+2 6 2 y B(y)=|y+2 6 2
x+3 8 2 y+3 8 1

se pide:
a) Obtener razonadamente el valor de x para que el determinante de la matriz A(X)
sea 6. (4 puntos)
b) Calcular razonadamente el determinante de la matriz 2A(x). (2 puntos)
¢) Demostrar que la matriz B(y) no tiene matriz inversa para ningin valor real de y.

(4 puntos)
Solucion:
a)¢x?/ |A(x)|=6
x+2 4 3 x+2 4 3

AW|=|x+2 6 2|=F—-F= 0 2 —1|=-2(x+2)—4-6+4(x+2)=2(x+2)~10=2x+4-10=2x—6
x+3 8 2| FE-F | 1 4 -1

2x-6=6 — 2x=12 — x=6

Por lo tanto, para que |A(x)| =6 debe ser x=6.

b)
|2A(x)| = { como A(x) es 3x3}=2"|A(x)|=8(2x-6)=16x-48
c)
y+1 4 3 y+1 4 3
‘B(y)‘: y+2 6 2|= F,-F = 1 2 -1 :{c0m0F3:2xF2}:O
y+3 8 1 F,-F, 2 4 -2

Es decir que, independientemente del valor de 'y, | B(y)l = 0, luego la matriz B(y) no tiene inversa para
ningtin valor real de y.
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PROBLEMA B.2. Dadas las dos rectas r y s de ecuaciones

x—4:_y—4:Z_4 y six=2=
3 2 2

r:

[SSERN

se pide calcular razonadamente:
a) Las coordenadas del punto P de interseccion de las rectas r y s. (3 puntos)
b) El dngulo que forman las rectas r y s. (3 puntos)
¢) Ecuacion implicita Ax + By +Cz+ D =0 del plano ® que contiene a las rectas r y s.
(4 puntos)

Solucion:
a) Punto P de interseccion de las rectas r y s.
Escribamos las ecuaciones paramétricas de las rectas r y s,.

x=4+3A1 xX=u
riiy=4+24 AeR s:iiy=2u pueR

z=4+A1 z2=3U
Buscamos el punto de corte entre r y s resolviendo el sistema que se obtiene al igualar las ecuaciones de
las rectas,

4+34=u 3A-u=-4 3 —-1,1-4
4424=2u — 2A-2u=—4 —> A=|2 —2i—4

4+ A=3u A—3u=—4 1 —31-4
Estudiemos el rango de A’,

3 -1 -4 3 -1 -4

2 -2 -41= f,-fi =|-1 -1 0 :{f3:2xf2}:()

1 -3 -4 -1 -2 -2 0

3 -1

=—6+2=—4#0 — rang(A)=2

2 -2
Estudiemos el rango de A,

3 -1

) =4#0 — rang(A)=2

Como rang(A)=rang(A’)=2=n°de incognitas — Sistema Compatible Determinado

Resolvemos el sistema usando las ecuaciones correspondientes al menor de orden 2 no nulo.
El sistema a resolver es:

3A-pu=—4  —2x1*[-61+2u=8
2A-2u=-4 28 2A-2u=-4
Sumando ambas ecuaciones: —4A=4 — A=-1

No es necesario que busquemos el valor de la otra incognita.

Obtengamos las coordenadas del punto P (sustituyendo el valor de 1 en la recta r),
x=4+3(-1)=1
y=4+4+2(-1)=2
7=4+(-1)=3

luego P=(1,2,3)
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b)

A

(r,As) = (‘Z‘Zj

Como v, =321 y v,=(123)

COS(; ;j_ Vv, (3.2.1) (1,2,3) _3+4+3 10_5
ro Vs ; ‘;) \/32+22+12 \/12+22+32 \/ﬁ\/ﬁ 14 7

- -

luego (vr,vsj =07752 rds = 44°4153°

Finalmente (r,s)=07752 rds = 44°4153°

c) Plano m que contiene a las rectas r y s.
Como las rectas r y s estdn en el plano =, entonces P (punto de corte entre r y s)esde m y los
vectores directores de las rectas | serdn del plano. La ecuacion del plano podemos obtenerla como sigue:

31 x-1
2 2 y=-21=0
1 3 z-3
desarrollando por la tercera columna,
(x—l)2 2‘—(y—2)‘3 1+(z—3)‘3 1:O
1 3 1 3 2 2

(x—1)4—(y-2)8+(z-3)4 =0, simplificando entre 4,
(x—1)—(y-2)2+(z-3)=0
x=1-2y+4+z-3=0

x=2y+z=0

Solucion: 7= x-2y+2z=0
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PROBLEMA B.3. Dos elementos de un escudo son una circunferencia y un tridngulo. La
circunferencia tiene centro (0,0) y radio 5. Uno de los vértices del tridngulo es el punto
A=(-5,0). Los otros dos vértices del tridngulo son los puntos de la circunferencia B=(X,y) y
C=(x,—y). Se pide obtener razonadamente:

a) El area del tridngulo en funcidn de x. (3 puntos)

b) Los vértices B y C para los que es maxima el drea del tridngulo. (5 puntos)

c) El valor maximo del area del tridngulo. (2 puntos)

Solucion:
Grdficamente el problema es:

C(x,~y)

a) Area del tridngulo
Por construccion es un tridangulo isosceles, por lo que podemos calcular su drea fdacilmente.

b.h
A=
2
siendo b=2y, h=5+x (siendo —5<x<J5; six= —5 seria un puntoy si x =5 una recta)
Debemos encontrar el valor de y en funcion de x. By C son puntos de la circunferencia, obtengamos su

ecuacion.
Es una circunferencia de centro (0,0 ) y radio5 — (x—-0 )2 +(y-0 )2 =
Despejemos y:

y2 25 _ 42

-
Luego b=2y=225-x"

El drea del triangulo serd  A(x) =

5 > X +y’=25

2V25"; O (54 m425-2

siendo —5<x<3.

b) Mdximo de A(x)
AX)=(5+x)V25-x? y DomA:[—5,5]
S+x)
A()=A25— x> +(S+x)—— =425 x> - 2212
2725 - x* 25-x°
A(x)=0
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25— 2 —M:O
N25-x2

25—x?=5x—x*=0
25-2x*=5x=0

~544/52—4.2.(-25) —5+25+200 -5+25+200

2x° +5x=-25=0 — «x=

2.2 - 4 B 4
~5+15 10 5
544225 —5+15 | 4 T4 2
44 \=5-15_-20
4 4

Estudiemos el signo de A’ para determinar mdximos y minimos. Considerando el dominio de A(x) y las
soluciones de A (x) =0, hay que estudiar A~ en los siguientes intervalos,

-b 5/2 5

x| A
0 \/25—02—%=5>0
25-0

4| 254 20D _ ———3—3—36—3 12=-9<0

Jos—42 A9

Es decir que,

-5 5/2 5

Luego la funcion A(x) alcanza su mdximo relativo en x = 5/2, como ademds A(x) es creciente a la
izquierda de 5/2 'y decreciente a la derecha, el mdximo relativo es absoluto.
Por lo que el drea del tridngulo es mdxima para x = 5/2.

Obtengamos los vértices B 'y C. Como estos vértices son simétricos respecto del eje OY, solo obtendremos
el valor positivo de y.

Para x—— = y=.25- \/5——: IOO 25 E:ﬂ
4 4 2

Luego el drea del triangulo es mdxima cuando los vértices B 'y C son:
5 5V3 5 -5V3
=|—,— y C=|= ,—
2 2 2 2

c) El valor mdximo del drea del tridngulo, segiin lo calculado en el apartado anterior, serd:

2
Ao 3 s3] 5387 s

2 2 2
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