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' PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

ACCESO A I.,A UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION MATEMATICAS II
ANDALUCIA, CEUTA, MELILLAY CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA, CURSO 2021-2022

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 ejercicios
cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que
pertenezcan. En caso de responder a méas de cuatro ejercicios, se corregiran los cuatro
que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la
obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar
la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

Calcula a sabiendo que lim =

=1 (donde In denota la funcion logaritmo neperiano)
= (Inx)” +2x

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula los vértices y el area del rectangulo de area méaxima inscrito en el recinto limitado por la

grafica de la funcion f :R——R definida por f(x)=—-x*+12 y el eje de abscisas, y que tiene su
base sobre dicho eje.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Calcula J‘B#
S l+x-1

dx (Sugerencia: efectla el cambio de variable t =+/1+x —1).

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——R definidas por f (x)=x°+2y g(x)=-x"+2x+2.
a) Calcula los puntos de corte de las gréaficas de fy g. Esboza sus gréaficas. (1,25 puntos)

b) Determina el area del recinto limitado por las gréaficas de fy g en el primer cuadrante. (1,25
puntos)
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’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO

PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS ]
DE ADMISION MATEMATICAS Il

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA, CURSO 2021-2022

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1l a
1 0 -2
a l|yC=
2 -1 -1

2 2 0

a) Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa. (0,5 puntos)
b) Paraa =1 calcula X tal que AXB=C, si es posible. (2 puntos)

1
1 0
Considera las matrices A=[ 5 J, B=|2

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

a b c
Sesabeque |p q r|=-2.
X y z
a C b
a) Calcula: | 2x 2z  2y| (1 punto)
-3p -3r -3q
X a—-3p -2a
b) Calcula: [y b-3g -2b| (1,5 puntos)
z c-3r -2

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X=5+24
Considera lasrectas r=x+1=y—a=-zy S=<y=-3
2=2-1
a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte. (1,5 puntos)
b) Halla la ecuacion del plano que pasa por P(8, 7, 2) y que contiene a la recta s. (1 punto)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Seael plano 7=x+y—z=2 y larecta rzx:%zz—l.

a) Calcula, si existe, el punto de interseccién de my r. (0,75 puntos)
b) Dado el punto Q(2, 6,3), halla su simétrico respecto del plano m. (1,75 puntos)
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
ax

Calcula a sabiendo que lim =

=1 (donde In denota la funcién logaritmo neperiano)
=+ (Inx)” +2x

Calculamos el valor del limite en funcidn de “a”.

. ax N
lim ————= X Indeterminacion(L"Hdpital)=
= (Inx) +2x o

. a . a . a : ax 0
= lim 7= lim >——=lim 5 = lim - =—=
H+°°3(|n x)2—+2 =+ 3(Inx) o == 3(Inx)"+2x  *>3(Inx) +2x ®
X X X
. : : : ax
= Indeterminacion(L"Hopital)= lim = lim Y e lim TS
8(Inx) = +2 = 6(Inx)+2x > 6(Inx)+2x
X X
— Indeterminacion(L"Hopital)= lim — lim =2 = lim =2 — lim &% _
xa+oo61+2 X%+oo§+2 x—40 0+ 2X x—>+0 G 4+ 2X
X X X

Grado del numerador

=<igual que el grado del :

denominador

Como el limite debe valer 1 tenemos que g: 1=

El valor de “a” que hace cierta la igualdad es a = 2.
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Calcula los Vvértices y el area del rectangulo de &rea maxima inscrito en el recinto limitado por la

gréafica de la funcion f :R——R definida por f(x)=—-x*+12 y el eje de abscisas, y que tiene su
base sobre dicho eje.

Veamos cuando corta el eje de abscisas la parabola.

f(X)=—x*+12
y=0

}:>—x2+12:03x2:12: X =+/12

Dibujamos la situacion planteada.

12

11
Tk

.............................. (=, f-x)) 8 (x, fix))

S—
o

fx)=—x*+12 -

-

(5]

[1%)

=X

f ! \

El area del rectangulo rojo del dibujo es:
Area = base-altura = 2x- f (x) = 2x(—x* +12) = -2x° + 24x
La funcion que debemos maximizar es A(x) =-2x>+ 24X, Xe [O, +«/1_2]
Hallamos su derivada y la igualamos a cero.
A(X)=-2x"+24x = A'(X) =—6x"+24
A(X)=0=-6x*+24=0=x"-4=0=>x"=4=x=/4=2

Comprobamos si es maximo o minimo utilizando el signo de la segunda derivada.
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A'(x)=—6x*+24= A"(X)=-12x= A"(2) =-12(2) =24 <0

Como la segunda derivada es negativa tenemos que en x = 2 hay un maximo relativo de la
funcion area.

El drea maximaes A(2)=-2-2°+24-2=-16+48=|32 u?

Para x = 2 la funcion vale f(2)=-2°+12=8. Para x = -2 toma el mismo valor f(-2)=8

Las coordenadas de los Vértices son: (-2, 0); (2, 0); (-2, 8) y (2, 8).
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Calcula _[8#
S l+x-1

dx (Sugerencia: efectta el cambio de variable t =1+ x —1).

Calculamos primero la integral indefinida.

Cambio de variable

1
—  dx={t=+l+x-1ot+l=l+x > dt=
J.»\/1+x—1 x/1+

241+ xdt =dx — 2(1+t)dt = dx

1
dx =IE2(1+t)dt=

1+t 1 t
—zj—dt—zjfduzjfdt=2|n|t|+2jdt=2|n|t|+2t:

{Deshacemos el cambio

B t:\/1+x—1

Lo aplicamos en el calculo de la integral definida pedida.

}=z|n\m_1\+zm_z+K=zmwl+—x_1\+241+—x+|<

I\/l+_ 1dx [ZIn‘\/lJr_x 1‘+2\/1+_}

[Zln‘\/lT 4+2\/1T} [2|nN1T 1\+2\/1+_} 2IN2+6-2In1-4=[2+2In2]
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f,g:R——R definidas por f (x)=x°+2y g(x)=-x"+2x+2.
a) Calcula los puntos de corte de las gréficas de fy g. Esboza sus gréaficas. (1,25 puntos)

b) Determina el &rea del recinto limitado por las gréaficas de fy g en el primer cuadrante. (1,25
puntos)

a)

f(X)=g(X)=>x*+2=-x*+2x+2=> X’ +x* -2x=0=

Xx=0
-1+3
:>x(x2+x—2)=0:> 14+ 12 —4(=2 =l=x
X4+ x—2=0=>X=—— ( ):_H?’: 2
2 2 -1-3
—:—2:
2

Las gréficas se cortanenx = -2, x =0y x = 1.
Como f(-2)=(-2)’+2=-6, f(0)=0°+2=2y f(1)=1°+2=3 los puntos de corte
tienen coordenadas (-2, —6), (0, 2) y (1, 3)

Para dibujar sus graficas hacemos una tabla de valores.

y=x"+2 1 i
2] -6
-1 1
0 2 flx)=x"+2

T~
-

(3%

LEN]

1
4] =
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b) En el primer cuadrante el recinto limitado por las graficas esta situado entre 0y 1.
El area es la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre 0 y 1.

Area:.[:g(x)— f (x)dx:jol—xz+2x+2—(x3+2)dx:I:—x2+2x+2—x3—2dx:

1 x' X '
:I—x3—x2+2xdx: e
0 4 3

4 3 4 3
L D —0——0—+02 N E:0.417u2
4 3 4 3 12

[ ]

et

--H-“-i‘-i‘-i‘-#-i‘-ﬁ-ﬁ-#-ﬁ-ﬁ-ﬁ-#-ﬁ-ﬁ-i-i‘-#-i‘-ﬁ-ﬁ-#-ﬁ-ﬁ-ﬁ-#-ﬁ-ﬁ-l [ ] :'{l oo
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

BLOQUE B
1
. . 1 0
Considera las matrices A=( j B=|2

a
1 0 -2
llyC=
-2 1 2 -1 -1
2 20

a) Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa. (0,5 puntos)
b) Paraa =1 calcula X tal que AXB=C, si es posible. (2 puntos)

a) Para que no tenga inversa la matriz B su determinante debe ser nulo.

1 1 a
|B|:2 a 1/=0+2+4a-2a*+0-2=-2a’+4a
2 20

|B|=0=-2a’+4a=0=-2a(a-2)=0=140
a=2

La matriz B no tiene inversa cuandoa=00a = 2.
b) Paraa =1 lamatriz B tiene inversa y la matriz A también.
Despejamos X en la ecuacion matricial.
AXB=C = X =A"'CB™

Hallamos la matriz inversa de A.

1 0
A:( j:>|A|:1¢0
-2 1

agift 2
A_l_Adj(AT)_ o 1) (10
A 21

Hallamos la inversa de B.

111 111
B=(2 11 :>|B|:2 1 1|=2+4-2-2=2
2 20 2 20
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1 2 2 1 2 1 2 1 1

+ - +
Adj|1 1 2 1 0 10 1 1
g Ad(BT) 110) 1] 22 p2 o2
B| 2 20 1o Lo g1
22 L2 po2

+ - +
12 g2 {1

-2 2 0 -1 1 0
2 -2 1|=1 -1 1/2
2 0 -1 1 0 -1/2

B'=

N |~

Calculamos la matriz X.

11 0
L, (1 0)1 0 -2
x=atcet=|_ T T 1 1 vz =
1 0 -1/2

(1 0) -1-2 1 1 (1 031 1) ( -3 1 1
12 1 )\2-1-1 241 -1/2+1/2) \2 1)l-4 3 0) |-6-4 243 2

3 11
X =
(—10 5 2}
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

a b c
Sesabeque |p q r|=-2.
X y z
a C b
a) Calcula: | 2x 2z  2y| (1 punto)
-3p -3r -3q
X a-3p -2a
b) Calcula: |y b-3q -2b| (1,5 puntos)
z c-3r -2

a)
Intercambiamos
a C b a b c
Columna 28y 32
2Xx 27 2y|= . Cr=—2x 2y 2z|=
El determinante cambia
-3p -3r -3q . -3p -3q -3r
de signo
Sacamos factor comun a b c a b c
=<2enfila 22y =-2(-3)|x y z|=6|x y z|=
-3 en fila 3? p g r p g r
Intercambiamos
Fila2dy 32 Ny
= =—6 r=-6:(-2)=12
El determinante cambia N ( ) 12
. X y z
de signo
b)
X a—-3p -2a
En la columna 22
la separamos en dos determinantes

Z c-3r -2c

X a -2a] |[x -3p -2a
=|ly b -2bj+|y -3q -2b|={Sacamos factor comin} =
Z ¢ -2 |z -3r -2c

X a a X a
—-2ly b bl+(-3)(-2)ly g b|=
Z C C z
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En el primer determinante En el segundo determinante
=< la columna 22 y 32 son iguales ;< intercambiamos columna 12y 32 ¢ =
El determinante vale 0 El determinante cambia de signo

a p X . . a b c
Trasponemos la matriz del determinante
=0-6{b = =-6lp q r|=-6(-2)=[12]
z

El determinante no cambia Xy
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X=5+24
Considera lasrectas r=x+1=y—a=-zy S=<y=-3
2=2-1
a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte. (1,5 puntos)
b) Halla la ecuacién del plano que pasa por P(8, -7, 2) y que contiene a la recta s. (1 punto)

a) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de las rectas.

r=x+l=y-a=-z
X=5+4+24
S=4qy=-3
2=2-1

:>5+2/1+1:—3—a:—(2—/1):>6+2/1:—3—a:—2+/1:

6+24=-3-a—>a=-9-21
{ =la=-9-2(-8)=7

=
6+24=-2+1—>8=-1—[1=-8]

Para que el sistema tenga solucion debe sera =7.

Termino de resolver el sistema con el valor a =7 y determino las coordenadas del punto A de
corte de las dos rectas.

x=5+2(-8)=—-11
A=-8={y=-3 = |A(-11,-3,10)
z=2-(-8)=10

b) EI plano gque contiene a la recta s tiene como uno de sus vectores directores el director de la
recta. El otro vector director es el vector Q,P que une el punto P y un punto Q, de la rectas.

X=5+24 {Qs (5,_3,2)
S=qy=-3 =4
s—o,  |w=(20-1)

ﬁ=\75=(2,0,—1) X-8 y+7 z2-2
v=QP=(3-40)f=>7=2 0 -1|=0=
P(8,—7,2)e7r 3 —4 0

= -3y—-21-82+16-4x+32=0= -4x-3y-82+27=0= |7 =4x+3y+82-27=0
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Seael plano 7=x+y—-z=2 y larecta rzx=%=z—1.

a) Calcula, si existe, el punto de interseccion de y r. (0,75 puntos)
b) Dado el punto Q(2, 6,3), halla su simétrico respecto del plano m. (1,75 puntos)

a) Planteamos el sistema formado por las ecuaciones de recta y plano e intentamos resolverlo.

y {P’(O’O’l) *=1
r=x===z-1=r= =>r=7y=31
3 v =(131) z=1+1

T=X+Yy-2=2

X=A
S =>A+31-(1+2)=2=>A+31-1-1=2=31=3=>1=1=
z=1+21
x=1
=1Yy=3 =1A(13,2)
z2=1+1=2

Recta y plano son secantes y se cortan en el punto A(1, 3, 2).

b) Dibujamos la situacién planteada.

0

A

1

®

’
[
[
[
I
|
|
|
|
|
[
|

.O’

—_—

Hallamos la recta s perpendicular al plano que pasa por el punto Q.

ﬂzx+y—z=2:>ﬁ=(l,1,—1)

S=<qy=6+41

- - X=2+A4
v.=n=(L1 —1)}
=
z2=3-41
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Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

T=X+y—2=2

X=2+A4
=2+A+46+1-(3-1)=2=2+1+6+1-3+1=2=>
S=<y=6+41
2=3-1
x=2-1=1
=31=-383=>1=-1=1y=6-1=5 =|M(154)
z=3-(-1)=4

El punto Q" simétrico de Q respecto del plano m se obtiene sumando al punto M el vector

QM .

QM =(1,5,4)-(2,6,3) =(-1,-11)

Q=M +QM =(1,5,4)+(-1-11)=(0,4,5)

El punto Q" simétrico de Q respecto del plano T tiene coordenadas Q" (0, 4, 5).
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