PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Julio de 2025 - Convocatoria extraordinaria
Resolvemos cada apartado desde los datos del enunciado. En los calculos indicamos la regla que usamos, sustituimos

los datos y explicamos qué significa el resultado.

Pregunta 1- Probahilidad y estadistica

Cada publicacion recibe un “Like" con probabilidad p = % Suponemos que las publicaciones se comportan de forma
independiente. Para contar los “Likes” en m publicaciones usamos una distribucién binomial:

w-a(nd).mcn- ()2 (3

Aqui k es el nimero de publicaciones con “Like™: la probabilidad de que una publicacién no reciba "“Like" es
3 _ 2

1-— =%

1.1. Ningiin “Like” en cuatro publicaciones

Para que no haya ningun “Like", las cuatro publicaciones deben quedar sin él. Aplicamos la formula binomial conn = 4

yk=0:
4\ /3\°/2\* 16 16
P(X—O)—(O)(g) (g) =11 or = | gor = 0,0256}

La probabilidad es 0,0258, es decir, un 2,56 %.

1.2. Como maximo dos “Likes” en cuatro publicaciones
“Como maximo dos” significa X = 0, X = 1 0 X = 2. Sumamos esas tres probabilidades:

resd-E (0 (E) ()
ARGIOROIC)

16 96 216

ol N

=62 625 625
328
=| 555 = 05248

Por tanto, la probabilidad de recibir dos “Likes” o menos es 0,5248, es decir, un 52,48 %.

1.3. Niimero minimo de publicaciones para superar 0,999

Es mas sencillo calcular primero la probabilidad contraria: que ninguna publicacion reciba “Like". Para n publicaciones
es (2)™. Por tanto,

2 n
PX>1)=1- (g> .
Pedimos que esta probabilidad sea estrictamente mayor que 0,999:

2\" 2\"
1— (g) > 0,999 <> (g) < 0,001.

Comprobamos los dos enteros consecutivos que rodean el cambio:

2\7 28
(g) = 0,0016384 > 0,001, (g) = 0,00065536 < 0,001.

Con siete publicaciones no se alcanza el umbral; con ocho si:

P(X>1|n=28)=1-0,00065536 = 0,99934464 > 0,999.

Luego el menor numero que cumple la condicion es .
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Pregunta 2 - Algebra

2.1. Operaciones con matrices

Se dan
A=_2 1 ,le 2,0= 3 —1.
3 -2 0 -1 -3 3
2.1.1. Resolver la ecuacion matricial
(A71x)1 = A(B%A)

Primero calculamos la potencia de B, multiplicando la matriz por si misma:

BzzB'Bz((l) —21) (tl) —21)=((1) (1)):['

Para comprobar el patron, la potencia siguiente es

B’=B’B=IB=B.
Las potencias alternan entre B e I; el ciclo tiene periodo 2. Asi,

B% =], B = B.
Como B? = I, usamos ademas (MN)™ = N-1M~1:

(B24) ' =ATY(B) t=AI =4
La ecuacion original queda
AA Y =1, A X) =1L
Tomamos la inversa de ambos miembros:
AW X

Multiplicamos por la izquierda por A, que es invertible:

X =AI = A.

-2 1
X=A= .
)
2.1.2. Determinante de (3A°B)?
Para una matriz 2 X 2, det(kM) = k? det M, y det(M?) = (det M)?. Sea M = 3A5B. Primero:

det A =1, det B = (1)(=1) — (2)(0) = —1.

Aplicamos las propiedades del determinante:
det ((34°B)?) = (det M)?
= (3%(det A)° det B) 2

21.3. Hallaray b

El enunciado pide aB% 4 pB% = A + C. Calculamos primero las matrices del segundo miembro y las potencias

necesarias:
-2 1 3 -1 1 0
A+C—(3 _2)+(_3 3)_(0 1)_1.

Como las potencias de B tienen periodo 2, dividimos los exponentes entre 2: 100 =2 -50y 99 = 2 -49 + 1. Por
tanto,
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B =1, B¥=B.

a+b 2b 1 0
I B= = .
ol +b ( 0 a—b) (0 1)

Igualamos las entradas correspondientes:

La igualdad matricial se convierte en

a+b=1,20=0,a—-b=1.

De 2b = 0 resulta b = 0; al sustituirlo, @ = 1. La solucion es

a=1,b=0|
2.2. Discusion del sistema segiin el parametro
r—ay—z=—a,
ar —y+z=a,
ar + y = a.
La matriz de coeficientes y la ampliada son
1 —a -1 1 —a -1]|-a
A=]|a -1 1 |,A*=]|a -1 1 | a
a 1 0 a 1 0 a

Usamos el determinante para localizar los valores que pueden cambiar el rango:

-1 1 a 1 a —1
detA=1 — (- -1
¢ ‘1 0‘ (-9}, 0‘ a 1‘
=—-1-a%-2a
= —(a+1)>2

Casoa #~ —1

Entonces det A 7é 0, asi que rg(A) = 3. La matriz ampliada tiene tres filas, por lo que su rango no puede superar 3;
como contiene a A, también tiene rango 3:

rg(A) = rg(A*) = 3 = namero de incognitas.

Por Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado (SCD): tiene una Unica solucion.

Para hallarla, usamos la regla de Cramer. El denominador comtn es A = det A = —(a + 1)2. Al sustituir cada
columna por la columna de términos independientes b = (—a, a, a)T, obtenemos:

—a —a -1
A,=|a -1 1|=a-a*>-2a=—-a(a+1),
a 1 0
1 —a -1
Ay=la a 1|=-a-a®=—-a(a+1),
a a 0
1 —a —a
A,=la -1 a|=-2a—2a%=-2a(a+1).
a 1 a
Por tanto,
A, a A, a A, 2a
T=——= , Y= — = , 2= — =
A a+1 A a+1 A a+1

La solucién Unica paraa # —1 es

(a: z)— a a 2a
Y 2) = a+1’a+1’a+1/]
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Casoa = —1
Sustituimos el parametro en las dos matrices:
1 1 -1 1 1 -1 1
A=]-1 -1 1 |,A=[|-1 -1 1 -1
-1 1 0 -1 1 0 | -1
El determinante de A es cero, luego su rango es menor que 3. Comprobamos que tiene un menor de orden 2 no nulo:
1 1
=141=2+#0.
R

Asi, rg(A) = 2. En A*, la segunda fila es la primera multiplicada por —1, también en la columna ampliada. Por ello el
rango ampliado no supera 2; el menor anterior sigue siendo no nulo, y entonces

rg(A*) = 2.
Por Rouché-Frobenius,

rg(A) =rg(A*) =2 < 3.

El sistema es compatible indeterminado (SCI) y tiene infinitas soluciones. Tomamos ¢ = ¢, cont € R. La tercera
ecuacionday =t — 1, y la primera da z = 2t — 2. Por tanto,

(z,5,2) = (t,t — 1,2t - 2), t e R|

En resumen: sia 7é —1, el sistema es SCD; si @ = —1, es SCI. No aparece ningun caso incompatible.

Pregunta 3 - Geometria

3.1. Posicion relativa de dos planos
m:x+2y+mz=—-1, ma: z+2=2=6.
Sus vectores normales, leidos de los coeficientes de 2, ¥, 2, son
i = (1,2,m), Az = (1,0,1).

3.1.1. Planos perpendiculares
Dos planos son perpendiculares cuando lo son sus vectores normales; usamos el producto escalar:

19 =1-1+2.04+m-1=14+m.

La perpendicularidad exige que este producto sea cero:

1tm=0= [m=_1]

3.1.2. Planos que forman un angulo de 45°

El angulo entre planos se calcula con el angulo agudo entre sus normales:
cos45° — Tl
172 ] [|722

Sustituimos los productos y las normas:

|m + 1| _@

VEL 22 im0+ 12 2
Como V12 4 22 £ m? = vm?2 4+ 5y |Aa|| = V2, al simplificar y elevar al cuadrado:

|m + 1]

> 5:1:>(m+1)2=m2+5=>2m=4.
m*° +

Por tanto, H
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3.1.3. Recta de interseccion en forma paramétrica

Escribimos el segundo plano en forma general, como ya aparece en el enunciado. Para parametrizar la recta comun,
elegimos z = 2t. De ma:

r+2t=6 — =6-—2t.

Sustituimos £y zen my:
7
(6—2t)+2y+2mt=-1 = 2y=-7T+2(1-—m)t = y=—5+(1—m)t.

La interseccion, valida para cualquier valor de m, queda exclusivamente en forma paramétrica:

z=6—2t
7
z = 2t,

Para el valor m = 2 del apartado anterior, se obtiene

z=6-—2t,
. 7
T y:—E—t,tER
z=2t,

3.2. Recta contenida en un plano y simétrico de un punto
w: 3z+y—2=2, P=(0,1,-1), @ =(1,a,1).

3.2.1. Valor de a para que la recta P() esté contenida en el plano

Para que toda la recta que pasa por Py @Q esté en 7, ambos puntos deben pertenecer al plano. Comprobamos primero
P:

3(0) +1—(—1) =2,

por tanto P € 7. Comprobamos ahora Q:

31)+a—1=2 = 2+a=2 = [a=0]

Con ese valor, los dos puntos estan en el plano y, por tanto, la recta P queda contenida en él.

3.2.2. Simétrico de () paraa =1

Parag =1, Q = (1,1,1). El vector normal del plano es 7t = (3,1, —1), vy ||A||? = 3% + 12+ (-1)2 = 11. La
reflexion de un punto () respecto de 3z + y — z — 2 = 0 se calcula mediante

3z +yg—29—2

1722

Q=q-2

Sustituimos las coordenadas de Q:

2
3V +1-1-2=1,Q =(1,1,1) - 77(3,1,-1).

5 9 13
l— —_— — —
@ _(11’11’11)'

Restando coordenada a coordenada:
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Pregunta 4 - Analisis
r

4.1. Estudio y representacion de f(x) = PO
T

Dominio y asintotas
Una funcion racional esta definida cuando su denominador no es cero. Aqui

22 +1>1> 0 paratodo z € R,

asi que el denominador nunca se anula y el dominio es .

No hay asintotas verticales porque no hay puntos excluidos del dominio. Para estudiar las horizontales, dividimos
numerador y denominador por z%

l/z
im —— = lim ; =
z—otoo 12 4+ 1 z—+oo 1 4 1/1:2
La asintota horizontal es y = 0. No hay oblicua: al existir horizontal, no aparece una recta oblicua distinta;
equivalentemente, el cociente de los grados del numerador y denominador tiene grado menor arriba.
Derivada, crecimiento y decrecimiento
Aplicamos la regla del cociente, (u/v)’ = (u'v — uv’) /v*:
1-(z2+1)—z-22 1— z?
(172 + 1)2 (5132 A8 1)2 :

El denominador es siempre positivo. Los puntos criticos se obtienen igualando a cero el numerador:

f'(z) =

1-22=0 = z=-1oz=1.

Probamos un valor en cada intervalo, y anotamos solo el signo de la derivada:

Intervalo Valor de prueba Signo de f’ Comportamiento
(—o0,—-1) z=-2: f'(-2) =-3/25 — Decreciente
(-1,1) =z=0: f(0)=1 + Creciente
(1,00) =z=2: f'(2)=-3/25 - Decreciente
En x = —1, el signo cambia de — a +: hay un minimo. En & = 1, cambia de 4+ a —: hay un maximo. No hay puntos

excluidos del dominio.
Extremos y grafica
Evaluamos la funcién en los dos puntos criticos:
;. 7 _
(-1)2+1

Como la funcion solo crece entre —1y 1, y decrece a ambos lados hacia el limite 0, estos son también los extremos
absolutos:

1 1

f(-1)= —%, f(1)=12—+1=§-

minimo absoluto (—1, —), miximo absoluto (1, 1).

Ademas, f(O) = 0, asi que la curva pasa por el origen. El dibujo esquematico muestra los extremos, el corte con los
ejes y la asintota horizontal:
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(-1, -1/2)

4.2. Funciones f(z) = % yg(z) = 8z

Dominio, asintotas y monotonia de f
La funcion f es racional; su denominador no puede ser cero:

22=0 < z=0.
Por tanto,
Dom(f) =R\ {0}.

Al acercarnos a cero por cualquiera de los dos lados, x2 tiende a cero por valores positivos y 1/.'1r,'2 crece sin limite:

. 1 ! 1
lim — = +o0, lim — = +o0.
20~ 12 20t 2

Asi, x = 0 es asintota vertical. En los extremos,

f 1 .
lim — =0, lim — =0,
z——o0 2 400

por lo que y = 0 es asintota horizontal. No existe asintota oblicua porque ya hay asintota horizontal.

Derivamos usando la potencia z~ 2

2
! _ _9,n—3 _ _“
fl(z) =227 = et
La derivada no se anula en el dominio; el punto £ = 0 no pertenece al dominio y separa los intervalos. Comprobamos
el signo a cada lado:
Intervalo Valor de prueba Signo de f’ Comportamiento
(—00,0)z=-1: f'(-1)=2+ Creciente
(0,0) z=1: f'(1)=-2 - Decreciente
En £ = 0 no hay maximo ni minimo, porque la funcién no esta definida alli. La funcion es creciente a su izquierda y
decreciente a su derecha.
Graficas propias y punto de corte

La recta g(:z;) = 8 pasa por el origen y tiene pendiente positiva 8. Para encontrar su corte con f, igualamos las
expresiones:
1 1 1
—2=8m:>8m3=1:>z=—,y=8._=4.
T 2 2

El Unico punto de corte es (%, 4). El siguiente esquema propio muestra ambas curvas, el eje £ y larecta = 1; la zona
coloreada es la region cuya area pide el enunciado.
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firea del recinto
En0 <z < %, la recta g(a:) = 8z queda por debajo de f(:l,') = 1/:1,'2, pero el borde superior del recinto cerrado por
elejexresg. En % < x < 1, el borde superior es f. Por eso separamos el area en dos integrales:

1/2 1 q
A= / 8z dx + / — dz.
0 1/2 T

Calculamos las primitivas antes de evaluar:

2 1 1
/8.’1:da:=8m— =4a:2, /—da:=/a:_2dz= S
2 x2 T

Evaluamos cada primitiva en el intervalo correspondiente:

A= 427+ [—1] 1

0
T 112

~(s(3) - w0) + (- ()

=1+1
=2 unidades?]

El 4rea pedida es |2 unidades cuadradas|.
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