
4-1 聯立方程的矩陣表達      20110 張霆威 

一、是非題(2 小題，每格 4 分，共 8 分) 

1. （ X ）聯立方程式 有異於(0,0,0)的解，則必有無窮多組

解或無限多組解跟單一解。 

 

2. （ X ）用矩陣列運算求解方程組的過程中，可將任二行列互換。 

 

二、單選題(3 小題，每格 4 分，共 12 分) 

1. （ C ）設矩陣 經過矩陣列運算得 ，則 a + b 

+ c = (A)1 (B)2 (C)3 (D)4 (E)5  

a=1  c=3 b=-1(代入 y=2 z=1) 

2. （ C ）小新每天早上幫全家人買早餐，前天買 3 個蛋餅、4 個包子及 1

個饅頭；昨天買 2 個蛋餅、2 個包子及 4 個饅頭；今天買 1 個蛋餅、4 個包

子及 4 個饅頭；發現這三天早餐都是 85 元。那麼他明天想買 3 個蛋餅、2

個包子及 3 個饅頭需要多少錢？ (A)80 元 (B)85 元 (C)90 元 (D)95

元  

45+15+30=90 

3. （ C ）若聯立方程式 有解，求 a 之值為 (A)1 (B)2 

(C)  (D)  (E)   

0x+0y+0z=3-2a 

 

三、多選題(4 小題，每格 5 分，共 20 分) 

1. （ ABC ）下列哪些增廣矩陣所表示的一次聯立方程式恰有一組解？ (A)

 (B)  (C)  (D)  (E)

 D 無解  E 無限多組解 

2. （ BC ）某便利商店將 2400 元全部換成若干個 5 元及 1 元硬幣供客人兌

換零錢，假設便利商店僅供應三種兌換零錢方式：(甲)將 10 元換成 2 個 5

元硬幣，(乙)將 10 元換成 1 個 5 元硬幣及 5 個 1 元硬幣，(丙)將 10 元換成

10 個 1 元硬幣。 

已知以(甲)(丙)兩種兌換方式的人數總和等於第(乙)種兌換方式的人數，且以

(甲)(乙)兩種兌換方式的人數總和等於第(丙)種兌換方式人數的 2 倍。假設

2400 元硬幣正好完全兌換完畢，則下列選項何者正確？ (A)(甲)種換零錢

方式有 50 人 (B)(乙)種換零錢方式有 120 人 (C)(丙)種換零錢方式有 80

人 (D)商店一開始將 2400 元換成 300 個 5 元硬幣 (E)商店一開始將

2400 元換成 1200 個 1 元硬幣  

 

設 x=甲 y=乙 z=丙 

x+y=2z   x+z=y    10(x+y+z)=2400    

解聯立方程可得 x=40 y=120 z=80 

1 元硬幣：5y+10z=1400  5 元硬幣=2x+y=320 

3. （ ABE ）考慮 ， ， 的方程組 ，其中 為實數。請

選出正確的選項： (A)若 為此方程組的解，則   ∴ 2𝑥 = 1 (B)若

為此方程組的解，則  (C)若 為此方程組的解，則  

(D)當 時，恰有一組 滿足此方程組 (E)當 時，滿足此方程

組的所有解 會在一條直線上 平行 

 

設 2x=p  3y=q 5z=r  得一矩陣為

𝑝 −𝑞 𝑟 −1

2𝑝 𝑞 −𝑟 4

2𝑝 3𝑞 𝑎𝑟 8

 

[

3𝑝 0 0 3

2𝑝 𝑞 −𝑟 4

2𝑝 3𝑞 𝑎𝑟 8

]    代入 p=1 得{
3𝑞 − 3𝑟 = 2
3𝑞 + 𝑎𝑟 = 6

 若 a=-3 則無解 

 



4. （ BE ）已知聯立方程式 ，則下列選項哪些正確？ (A)若

a = 7，則聯立方程式有無窮多組解或無解 (B)若聯立方程式無解，則 b ≠ 

9 (C)若 b = 9，則聯立方程式恰有一解 如果 a≠7 (D)若 b = 9，則聯立方

程式必為無窮多組解如果 a=7 (E)若 a ≠ 7，則聯立方程式恰有一解  

 

整理後可得此矩陣
1 0 1 2
2 −1 0 5
0 0 𝑎 − 7 𝑏 − 9

 

 

四、填充題(5 小題，每格 6 分，共 30 分) 

1.設圓方程式為 x2 + y2 + dx + ey + f = 0，且過三點 A(4, − 2)、B(5,5)、 

C( − 2,6)，試求(d,e,f) = __(-2,-4,-20)__________。 

求 ab 方程後，透過斜率相乘=-1 的特性並代入 ab 中點得方程 -x+15=7y 

同理做 ac 得 3x+5=4y  做聯立方程後得圓心為(1,2) 

 1=
−𝑑

2
        2=

−𝑒

2
  得 d=-2  e=-4   以三點任意一點做畢氏定理，求半徑=5 

√
𝑑2+𝑒2−4𝑓

4
 =5    代入 d、e 得 f=-20 

2.設矩陣 經過列運算後得 ，則數對(a,b)為

____(4,1)________。 

第三列-(第一列+第二列)=0  0  1  1  第二列-2x 第一列得 0  7  7  14  ∴a=2 

(第二列/7)+2x 第三列=0  1  1  4  

3.已知二次函數 f (x)過點 A(1, − 6)、B(2,1)、C( − 3,26)，則 f (x) = _3x2-2x-7=y 

__________。 

 

將點代入 a(x-k)2+h=y   經整理後得 a=3  k=
1

3
  h=

−22

3
 

展開後得 3x2-2x-7=y 

 

4.已知數列 的每一項都是不超過 的正整數，且 ，

，則 _____187_______。 

 

 

設數字為 3 的有 x 個   數字為 3 的有 y 個   數字為 3 的有 z 個 

{

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 20
3𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 37
9𝑥 + 4𝑦 + 𝑧 = 79

     
1 1 1 20
3 2 1 37
9 4 1 79

    得 x=4 y=9 z=7  故   27x+8y+z=187 

 

5.空間中四平面的方程式如下：x + y + z = 0，x + y − z = − 6，x − y + z = 8，x − y − 

z = a，其中 a 為實數，若此四平面共交一點時，則 a 的值為______2______。 

 
1 1 1 0
1 1 −1 −6
1 −1 1 8

  得 x=1 y=-4 z=3  代入 x − y − z = a 得 a=2 

 

五、計算題(1 小題，每格 6 分，共 6 分) 

1.對矩陣 作列運算若干次後得到 ，求實數 、 、 的值。 

 

第一列-第三列得 a-b=3 

第二列+第一列-2x第三列得 a-2b+3=1 c+1=4 

所以  a=8 b=5 c=3 

 

 

六、混合題(2 小題，每格 6 分，共 24 分) 

1.已知二次函數 的圖形過(1,2020)、(2, −1010)、(3, 2026)三點，有

一位拉先生說他有一個方法可以算出這個二次函數，他的方法是假設

來算出。 

(1) 試問下列何者正確？（多選題）DE 

(A)A = 2026 (B)A = 2020 (C)B = 2020 (D)B = 1010 (E)C = 1010 

(2) 今日拉先生想要算 f (x)除以 所得的餘式，請你幫他把餘式算出來。（非選擇

題） 

 

代入 1可得 2B=2020  B=1010 

代入 2可得-C=-1010  C=1010 

代入 3可得 2A=2026  A=1013 

 

代入 5可得 f(5)=12A+6B+8C=26296 

26296 

 

 



2.「沉默螺旋」是由德國政治學家伊莉莎白．諾爾－諾伊曼（Elisabeth Noelle − 

Neumann）於 1974 年提出的一個政治學領域的概念，內容是：「如果人們覺得自己

的觀點是公眾中的少數，將不願意說出自己的看法；反之，如果覺得自己與多數人的

意見一致，則更會大聲的說出來。形成少數的聲量愈來愈小，多數的聲量愈來愈大的

趨勢。」 

在做民調時，往往因為個人隱私、涉及非法行為或與一般傳統觀念有所衝突，造成受

訪者會拒絕回答或隱瞞事實，造成調查結果有所偏差。為了避免發生上述的問題，在

做調查時可採用隨機作答（Randomized Response Technique）的方法來蒐集資

料，其做法如下： 

某高中要調查所有同學對於畢業旅行遊玩路線的意願，但不想讓大家知道彼此間做的

選擇，所以請同學依照下表回答 A、B 即可，最後依調查結果，利用聯立方程式可求得

各路線的支持人數。 

路線 

生日月份 
甲 乙 

1～8 月 A B 

9～12 月 B A 

比如調查結果顯示選擇 A 的人數有 600 人、選擇 B 的人數有 400 人，可假設選擇甲路

線有 x 人、乙路線有 y 人，則可按照生日月份的占比列出方程組

後，解得 x、y 之值。 

(1) 求上列方程式之 x 值為（單選題）  B 

(A) 1000 (B) 800 (C) 400 (D) 200。 

 

{
2𝑥 + 𝑦 = 1800
𝑥 + 2𝑦 = 1200

    x=800  y=200 

 

(2) 若某國總統大選的候選人有小史、菲菲與老王三人，而某民調公司想採用隨機作

答的方法進行民調，設計表格如下： 

候選人 

星座編號 
小史 菲菲 老王 

①～③ A B C 

④～⑦ C A B 

⑧～⑫ B C A 

星座編號：①牡羊座 ②金牛座 ③雙子座 ④巨蟹座 ⑤獅子座 ⑥處女座 ⑦天

秤座 ⑧天蠍座 ⑨射手座 ⑩摩羯座 ⑪水瓶座 ⑫雙魚座 

若該公司最後調查結果，有效問卷有 1440 份，其中有 488 個 A、476 個 B、

476 個 C，求小史的支持率。（非選擇題） 

 

3

12
𝐴 +

4

12
𝐶 +

5

12
𝐵 = 479 

479

1440
𝑋100% =

2395

72
%   (約 33.26%) 

 
 

 



 

  4-2 & 4-3反矩陣 

 
班級：_____201_____ 座號：___10_____ 姓名：_張霆威_____ 

總

分 
 

一、是非題(2小題，每格 3分，共 6分) 

1. （ O ）若二矩陣 A、B 可作加法運算，則 2A、3B 必可作減法運算。 

2. （ X ）若三矩陣 A、B、C 滿足 ，且 =B 存在，則 。 

B=CB C被限定 

 

二、單選題(3小題，每格 3分，共 9分) 

1. （ E ）關於矩陣 ，下列選項何者正確？ (A) 有 2 列 3 行(3列

2行) (B) 是 矩陣(3X2) (C) 是方矩陣 (D)第(2,1)元是 C (E)第

(3,2)元是   

2. （ C ）若 X = 且 ，下列選項何

者正確？ (A)a = 33 (B)b = 11 (C)c = − 28 (D)d = − 13  

[3 1
5 2] [𝑎 𝑏

𝑐 𝑑] = [ 5 −6
−1 1 ]     a=11 b=-13 c=-28 d=33 

3. （ D ）若矩陣滿足 ，且 a、b、c 均大於 0，

則 a + b + c 之值為何？ (A)5 (B)13 (C)17 (D)28 (E)32  

a=8  b=16 c=4 

三、多選題(3小題，每格 3分，共 9分) 

1. （ ABCD ）設 A = [aij]4 × 4 滿足 ，下列何者為真？ (A)a32 = 3 

(B)a22 = 2 (C)a43 = 4 (D)所有元素和為 50 (E)所有元素和為 100  

[

1 2 3 4
2 2 3 4
3 3 3 4
4 4 4 4

] 

2. （ BCD ）下列敘述何者正確？ (A)設 A、B為兩矩陣，則 A、B 一定(皆

為mxn)可以作加法運算 (B)若 兩矩陣可相加，則 一定可以相

減 (C)若 三矩陣列、行數均相等，則  (D)

設 為矩陣，則  (E)零矩陣  (行列數不同) 

3. （ BCD ） 是 方陣，設 ， ，以此類推。已知

， ，若有 、 使得 ，下列敘述何者正確？ 

(A)  (B)  (C)  (D)   

設 A為[𝑝 𝑞
𝑟 𝑠]  帶入矩陣  { 𝑝 − 𝑞 = 1

𝑝 + 𝑞 = −1    {𝑟 − 𝑠 = 1
𝑟 + 𝑠 = 1    p=0   q=-1   r=1   s=0 

𝐴4=[1 0
0 1]   ∴ 𝑎 = 3   𝑏 = 2  A2=[−1 0

0 −1]        [−1 0
0 −1] [ 1

−1] = [−1
1 ]    

四、填充題(4小題，每格 5分，共 20分) 

1.設 A = [aij]3×3 且 aij = i + 2j − 1，則 A 的所有元的總和為_____40_______。 

 

𝐴 = [
2 4 6
3 5 7
4 6 8

]   加起來是 40 

 

2.設 A = ，A3 − 3A2 + I3 = ，求 a + b + c = ____47________。 

 

[
−1 0 0
0 27 0
0 0 125

] − [
3 0 0
0 27 0
0 0 75

] + [
−1 0 0
0 3 0
0 0 5

] = [
−5 0 0
0 3 0
0 0 55

] 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = −5 + 3 + 55 = 47 
 

3.若 ， ，則 y = ____-2.9________。 

 

解後式得三個三元一次方程，解完得[
𝑢
𝑣
𝑤

] = [
0.3

−3.1
−0.5

]   

帶入前式得三個三元一次方程，解完得  [
𝑥
𝑦
𝑧

] = [
−13
−2.9
3.2

] 



4.若 ，若 amn = 1000，則數對(m,n) = 

_____(25,32)_______。 

 

從矩陣中可以發現該矩陣為[
1 … 𝑛2

… … …
𝑛2 − 2(𝑛 − 1) … 𝑛2 − (𝑛 − 1)

] 

√1000 ≅ 31.6  得知 n=32   n2=1024  得知 m=25 

 

五、計算題(5小題，每格 5分，共 40分) 

1. 

(1) 已知矩陣 ， 滿足 ，求矩陣 。 

(2) 已知矩陣 、 滿足 ， ，求矩陣 與 。 
 

(1) 4𝑋 + [ 10 −20
−10 30 ] = 2𝑋 + [4 4

6 −8]   x=[−3 12
8 −19] 

 

(2) 解聯立得 x=[−1 2
−9 4]   y=[ 2 1

18 −5] 

 

2.經實驗證實，每一隻好菌 1 秒可以吃掉一隻壞菌並增生為原來的兩倍，但同時間內剩

餘的壞菌每 1 秒亦會繁殖為原來的兩倍。例如：現有 1 隻好菌、10 隻壞菌，1 秒後好

菌變成 2 隻、壞菌 18 隻，2 秒後好菌有 4 隻、壞菌 32 隻，以此類推。設 n 秒後好菌

數以 an 表示，壞菌數以 bn 表示，且設 ，試求矩陣 。 

 

代入 2秒情況  [ 4
32] = [𝑎 𝑏

𝑐 𝑑] [ 2
18]  得 2a+18b=4  2c+18d=32 

代入 3秒情況  [ 8
56] = [𝑎 𝑏

𝑐 𝑑] [ 4
32]  得 4a+32b=8  4c+32d=56 

解聯立得[𝑎 𝑏
𝑐 𝑑] = [ 2 0

−2 2] 

 

3.已知二階方陣 A 滿足 A ，A ，求 A。 

 

設 A=[𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]     

代入前式得 5a+3b=4  5c+3d=7 

代入前式得 8a+5b=3  8c+5d=2 

解聯立得[𝑎 𝑏
𝑐 𝑑] = [11 −17

29 −46]         

 

4.設二階方陣 A、B 中，A = [aij]，aij為 1，2，3，4 中的一個數，B = [bij]，bij為 0，1，

− 1 中的一個數，則 

(1) 使 A 的行列式值為奇數的 A 有多少個？ 

(2) 使 B 的行列式值為 0 的 B 有多少個？ 
 

(1) 

 

A 有三種情況分別為 

 [1 2
3 4](1X4-2X3)=-2(偶)       [2 1

3 4](2X4-4X3)=5(奇) [3 1
2 4](3X4-2X1)=10(偶) 

每種情況分別有 2X2(上下對調)X2(第一行跟第二行對調)=8    所以共 8種 

 

(2) 

 

B 有三種情況分別為 2個 0.1.-1 

[0 0
1 −1](0X1+0X-1)=0  (僅這種答案為零) 

每種情況分別有 2X2(上下對調)X2(第一行跟第二行對調)=8    所以共 8種 

 

5.設二階方陣 ， 。 

(1) ，求實數 、 。 

(2) 利用上題，化簡 。 
 

 

 

 



(1) 

[5 3
2 1] [5 3

2 1] = [5𝑎 3𝑎
2𝑎 𝑎 ] + [𝑏 0

0 𝑏] 

[31 18
12 7 ] = [5𝑎 + 𝑏 3𝑎

2𝑎 𝑎 + 𝑏] 

3a=18   a=6 

a+b=7  b=1 

 

 
(2) 

A3(A2-6A-1)+2A2-13A-1     (I=1) 

2(A2-6A-1)-A+1 

1-A 

 

六、混合題(3小題，每格 4分，共 24分) 

1.設 ， ，試回答下列問題： 

(1) 已知 為零矩陣，則最小正整數 值為何？（單選題） 

(A)1 (B)2 (C)3 (D)4 (E)5  (直接乘不解釋) 

(2) 已知 ，則 _____3_______。（非選擇題） 
 

[
1 0 0

−1 1 0
−1 −1 1

]
4

= [
𝑎 0 0
𝑏 𝑎 0

𝑏 + 𝑐 𝑏 𝑎
]      [

1 0 0
−4 1 0
2 −4 1

] = [
𝑎 0 0
𝑏 𝑎 0

𝑏 + 𝑐 𝑏 𝑎
] 

a=1 b=-4 c=6 

2.某大學數學系的微積分課程總成績計算方式如下： 

(一)期中考考 2 次，分別占總成績的 25%。 

(二)期末考占總成績的 30%。 

(三)平時成績占總成績的 20%。 

當期末要結算成績時，助教要計算多位學生的總成績，於是他想利用矩陣的乘法來計

算，首先他先將學生每個項目的成績列出，列出方式如下： 

姓名 期中考(I) 期中考(II) 期末考 平時成績 

甲 70 75 75 90 

乙 60 70 70 85 

丙 100 90 95 95 

     

再轉換成矩陣的型式呈現： ，試問： 
(1) 若要計算總成績，需將上面的矩陣乘上下面哪一個矩陣後，才能呈現每位同學的

總成績？（單選題） 

(A)  (B)  (C)  (D) 。 

 
(2) 若大明前兩次期中考分別考了 10 分與 25 分，小華考了 30 分及 50 分，利用矩

陣乘法計算後，討論兩人總成績是否能及格（總成績 ≥ 60 分），若能及格，則

期末考至少要考幾分？（四捨五入至整數位）（非選擇題） 

[10 25 𝑎
30 60 𝑏] [

25%
25%
30%

] = [2.5 + 6.25 + 0.3𝑎
7.5 + 15 + 0.3𝑎 ] = [8.75 + 0.3𝑎

22.5 + 0.3𝑎] 

If 老師很討厭他們，平常成績都打 0分  那他們都會被當掉 

If 老師很愛他們，平常成績都打 100分，大明還是會被當掉(8.75+30+20=58.75) 

                                                                        大華只要考 581
3
 分就不會被當掉 

3.在網路發達的現在，大量的資訊都在網路上流通，而資訊的安全性是現今大家非常重

視的一個環節。對於資料的加密及解密稱之為「密碼學」，而密碼學必須包含四個特

性： 

(一)機密性（Confidentiality）。 

(二)完整性（Integrity）。 

(三)身分認證（Authentication）。 

(四)不可否認性（Non − Repudiation）。 

在基礎密碼學中，有兩種基本的加解密的方式，其中「非對稱性加密」是較為安全的

一種加解密方式，其運作原理如下： 

每位使用者都有一對金鑰，公開金鑰（Public Key）（簡稱公鑰）及私密金鑰

（Private Key）（簡稱私鑰），在訊息傳送時，可用公鑰加密、私鑰解密，也可私

鑰加密、公鑰解密。若兩個使用者要互相傳送訊息，則需在傳送前，先將各自的公鑰

提供給對方，傳送方要傳送訊息時，先用接收方的公鑰將其加密後傳送，接收方收到

加密訊息後，即可用自己的私鑰將其解密得知原始訊息。由於加密與解密使用的鑰匙

不同，所以就算有心人士能取得公鑰，也無法用來解密，故非對稱式加密其安全性

高。 

 



 

若丁丁與拉拉想用矩陣乘法來實作非對稱式加密，比如原始資料矩陣為 ，丁

丁經由拉拉提供的公鑰矩陣 加密後，可得加密資料矩陣為 ，並將其

傳給拉拉，則拉拉再用自己的私鑰將其解密後得到原始資料矩陣為 。試問： 

(1) 在上面利用矩陣乘法做非對稱式加密是有破綻的，當拉拉提供公鑰矩陣 給

丁丁後，丁丁可以自行推出拉拉的私鑰矩陣，請問拉拉的私鑰矩陣為（單選題） 

(A)  (B)  (C)  (D) 。 

設私鑰矩陣為[𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]  得 [𝑎 𝑏

𝑐 𝑑] [17 25 33
6 9 12] = [1 2 3

4 5 6] 得 [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑] = [−1 3

2 −5] 

(2) 丁丁對於資料的加密與解密有個疑問： 

「如果我用拉拉的公鑰，對原始資料矩陣連續作兩次加密後，拉拉是否能用自己

的私鑰，連續作兩次解密得到原始資料矩陣呢？」 

請就丁丁的疑問討論丁丁的想法是否正確？並說明其原因。（非選擇題） 
 

可。因為矩陣乘法具有結合律 



4-3 反矩陣 & 轉移矩陣 

班級：    201    座號：  10   姓名：  張霆威 

一、是非題(8 小題，每格 2 分，共 16 分) 

1. （ O ）已知 A、B、C 均為二階方陣，若 AB = AC，且 A 的行列式值 Δ ≠ 

0，則 B = C。 

2. （ O ）已知 A、B 均為二階方陣，若 AB 的行列式值 Δ ≠ 0，則(AB) − 1 = 

B − 1A − 1。 

3. （ O ）二階方陣 的反方陣為 。 

4. （ X ）設 A、B 是轉移矩陣，則
1

2
(A + B)是轉移矩陣。 

5. （ O ）若 A、B為轉移矩陣，則 亦為轉移矩陣。 

6. （ X ）若 A、B、C 皆為二階方陣，且 AB = AC，且 A ≠ O2，則 B = C。≠ 𝐼2 

7. （ O ）設 A 是轉移矩陣，則 A2 亦為轉移矩陣。 

8. （ X ）若三矩陣 A、B、C 滿足 ，且 存在，則 無交換律 

 

二、多選題(5 小題，每格 5 分，共 25 分) 

1. （ ABD ）已知二階方陣 滿足 ， 。請選出正

確的選項： (A) 的行列式（值）為  (B)  (C)

 (D)  (E)   

[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]    代入後可得 {
𝑎 + 𝑏 = 5
𝑐 + 𝑑 = 2

  {
𝑎 + 2𝑏 = 7
𝑐 + 2𝑑 = 4

  解聯立可得 [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] = [
3 2
0 2

] 

(A)ad-bc=6  

(B)A2=[
9 10
0 4

]    5A=[
15 10
0 10

]  ∴ [
9 10
0 4

] = [
15 10
0 10

] − [
6 0
0 6

] 

(C)
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐
[
𝑑 −𝑐
−𝑏 𝑎

] =
1

6
[
2 0
−2 3

]      

(D) [
3 2
0 2

] [
1
3
] = [

9
6
]  

(E)[1 1] [
3 2
0 2

] = [3 4] 

2. （ AB ）下列哪些是轉移矩陣？ (A)  (B)  (C)

(行和不為 1) (D)   (不可有負元素) 

3. （ A ）設 ， 。已知 且 的行列式之值為

，試問下列哪些選項是正確的？ (A)  (B)  (C)

 (D)  = 2 [
1 0
0 1

] 

代入後可得 {
24 + 𝑎𝑐 = 3
54 + 𝑏𝑐 = −2

  {
28 + 𝑎𝑑 = 10
63 + 𝑏𝑑 = 15

  得{

𝑎𝑐 = −21
𝑏𝑐 = −56
𝑎𝑑 = −18
𝑏𝑑 = −48

     
𝑎𝑐

𝑏𝑐
=
𝑎

𝑏
=  
3

8
   ∴ 8𝑎 = 3𝑏 

{
4𝑏 − 9𝑎 = 2   
8𝑎 = 3𝑏

 得𝑎𝑏後代入上式

{
 
 

 
 𝑎 =

6

5

𝑏 =
16

5

𝑐 =
−35

2

𝑑 = −15

   

4. （ BD ） 是 方陣，設 ， ，以此類推。已知

， ，若有 、 使得 ，下列敘述何者正確？ 

(A)  (B)  (C)  (D)   

 

𝐴 = [
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

] = [
0 −1
1 0

] = [
cos 90° −sin 90°
sin 90° cos 90°

]       𝐴2 [
1
−1
] = [

−1 0
0 −1

] [
1
1
] = [

−1
−1
]    

𝐴4 [
𝑎
𝑏
] = [

1 0
0 1

] [
𝑎
𝑏
] = [

𝑎
𝑏
]      ∴ 𝑎 = 3 𝑏 = 2   

 

 

5. （ ACDE ）假設王同學從家裡到學校有甲、乙兩路線可以走。他決定若

某一天走甲路上學，則次日一定走乙路上學；若某一天走乙路上學，則次日

以丟一枚公正硬幣出現的正、反面決定走甲路線或乙路線，已知第一天是丟

公正硬幣的正反面決定，則他上學選擇走甲路之機率，下列何者為真？ (A)

第一天為  (B)第二天為
1

4
 (C)第三天為  (D)第四天為  (E)第五天

為   

 



第二天 [
0 0.5
1 0.5

] [
0.5
0.5
] = [

0.25
0.75

]   第三天 [
0 0.5
1 0.5

] [
0.25
0.75

] = [
0.375
0.625

]    

第四天 [
0 0.5
1 0.5

] [
0.375
0.625

]  = [
0.3125
0.6875

]   第五天 [
0 0.5
1 0.5

] [
0.3125
0.6875

] = [
0.34375
0.65625

] 

 

三、填充題(10 小題，每格 5 分，共 60 分) 

1.設 ， 為實數，方陣 、 。已知 的反方陣恰好是 的 倍（其

中 ），則數對 ______(3,
1

13
)______。（請化為最簡分數） 

 

1

3𝑥 + 4
[
𝑥 −2
2 3

] = 𝑐 [
3 −2
2 𝑥

]    𝑥 = 3  𝑐 =
1

3𝑥 + 4
=
1

13
  

 

2.地方上張安與李平兩位角逐鄉長，結果張安得票率 55%，李平得票率 45%，由張安勝

選。民調機構預測，如果下任鄉長仍由張安與李平兩人競選，選民相同且每一張票都

是有效票，則本屆支持張安的選民將有 25%倒向支持李平，而本屆支持李平的選民將

有 10%倒向支持張安。若描述上述現象的轉移矩陣為 A，則 A 的行列式的絕對值為

______65%______。（請化為最簡分數） 

 

[
75% 10%
25% 90%

] [
55%
45%

]                75% × 90% − 25% × 10% = 65% 

 

3.已知 是一個轉移矩陣，並且其行列式（值）為 ，則 _____
13

8
_______。

（化為最簡分數） 

 

{
C = 1 − a
b = 1 − d

   ad-bc=ad-(1-d-a+ad)=a+d-1=
5

8
    ∴ 𝑎 + 𝑑 =

13

8
 

 

 

 

 

 

 

 

4.設 A = ，X為 2 × 3 矩陣且滿足 AX = ，求矩陣 X = 

_____[
13 −2 11
32 −6 27

]_______。 

 

設𝑥 = [
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓

]          [
5 −2
−2 1

] [
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓

] = [
1 2 1
6 −2 5

] 

{
5𝑎 − 2𝑑 = 1
−2𝑎 + 𝑑 = 6

    {
5𝑏 − 2𝑒 = 2
−2𝑏 + 𝑒 = −2

   {
5𝑐 − 2𝑓 = 1
−2𝑐 + 𝑓 = 5

  

{
 
 

 
 
𝑎 = 13
𝑏 = −2
𝑐 = 11
𝑑 = 32

𝑒 = −6

𝑓 = 27

  [
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓

] = [
13 −2 11
32 −6 27

]       

 

5.已知矩陣 ， ，則  _____[
2 1
0 1

]_______。 

 

𝐴5 = 𝐴3𝐴2     [
32 31
0 1

] = [
8 7
0 1

] [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]    {
8𝑎 + 7𝑐 = 32

𝑐 = 0
  {
8𝑏 + 7𝑑 = 31

𝑑 = 1
    

𝐴2 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] = [
4 3
0 1

]   𝐴3 = 𝐴2𝐴1   [
8 7
0 1

] = [
4 3
0 1

] [
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

] 

{
4𝑝 + 3𝑟 = 8

𝑟 = 0
    {

4𝑞 + 3𝑠 = 7
𝑠 = 1

   𝐴1 = [
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

] = [
2 1
0 1

] 

 

 

6.設 A、B 二箱中，A 箱內有兩球一黑一白，B 箱內有一白球。甲乙二人輪流取球，每次

先由甲自 A 箱內任取一球，放入 B 箱內，再由乙自 B 箱內任取一球，放入 A 箱內，這

樣稱為一局。那麼 

(1) 當第一局結束時，A 箱內兩球為一黑一白之機率為_____75%_______。 

(2) 當第三局結束時，A 箱內兩球為一黑一白之機率為_____67.1875%_______。 

 

[
0.5 1
0.5 0

] [
一黑一白

兩白
]    [

0.5 1
0.5 0

]
4

[
0.75
0.25

] = [
0.671875
0.328125

] 

 

 

 

 



7.設 A = ，AX − X = 9(A + I)，I = ，則二階方陣 X = _____[
7 3
6 9

]_______。 

 

(𝐴 − 𝐼)𝑋 = 9(𝐴 + 𝐼)   [
0 3
3 1

] [
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

] = [
18 27
27 18

]  {
3𝑟 = 18

3𝑝 + 𝑟 = 27
    {

3𝑠 = 27
3𝑞 + 𝑠 = 18

 

𝑋 = [
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

] = [
7 3
6 9

] 

 

8.設 ， ， 

(1) 若 AB = BA，則數對(α ,β ) = ______(
3

2
 , 
7

2
 )______。 

(2) 若 A = A − 1，則數對(α ,β ) = ______(
5

3
  , 2 )______。 

 

(1) 

[
2 𝛼
3 𝛽

] [
2 −1
−2 1

] = [
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

]    [
2 −1
−2 1

] [
2 𝛼
3 𝛽

] = [
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

] 

{
𝑝 = 4 − 2𝛼 = 1    𝛼 =

3

2

𝑟 = 6 − 2𝛽 = −1  𝛽 =
7

2

 

 

(2) 

[
2 𝛼
3 𝛽

] =
1

2𝛽 − 3𝛼
[
𝛽 −𝛼
−3 2

]     
1

2𝛽 − 3𝛼
= −1    𝛽 = 2  得𝛼 = −1 

 

9. ，a,b,c為實數且 ，求 ______
−1

2
______ 

 

𝐴−1 =
1

−2
[
−𝑎 −𝑏
−𝑏 𝑎

]    𝐴 − 𝐴−1 =
1

2
[
𝑎 𝑏
𝑏 −𝑎

]   ∴ −2 × (
1

2
)
2

= −0.5 

 

 

 

10. ， ，若 ，求數對 =_____(1, 
1

3
)_______ 

 

J的第二列第一行的 b倍加 I的第二列第一行的 a倍=J的第二列第一行的 b倍  得 b=
1

3
 

代回第一列第一行 得 a=1 

[
86 85 85
85 86 85
85 85 86

] 

 

四、混合題(1 小題，每格 5 分，共 10 分) 

1.世界各地的電視公司在製作電視節目時，最在意的數據不外乎是收視率，當收視率高

時，電視公司才能藉此獲得龐大的廣告收益。在收視率的計算上，許多國家都採用 AC

尼爾森公司所提供數據來進行計算，而收視率的計算公式如下： 

收視率(%)=
收看某一人數的節目

觀眾總人數
× 100% 

比如當觀眾總人數有 21707000 人，收視率 0.1 表在節目播出期間，平均約有 21707

人收看該節目。 

某國的大城市 T 市中，觀眾總人數為 1000000 人，在晚間八點有兩個非常受歡迎的電

視節目 A、B，其中 A 目前的收視率為 4.8、而 B 目前的收視率為 3.2。根據調查，兩

個節目的總收看人數長年維持不變，但兩節目個別的收看人數，每個月都會有固定的

變動模式： 

(一)目前收看 A 節目的觀眾，下個月有 80%的人會繼續觀看，而 20%的人會改收看 B

節目。 

(二)目前收看 B 節目的觀眾，下個月有 70%的人會繼續觀看，而 30%的人會改收看 A

節目。 

試問： 

(1) 在 T 市中，A、B 兩個節目的收視人數總共有多少人？（單選題） 

(A) 32000 人 (B) 48000 人 (C) 80000 人 (D) 100000 人。 

(4.8%+3.2%)×1000000=80000 

(2) 若經過長時間的變動後，兩個節目的收看人數已達穩定狀態，此時收看 A 節目的

人數約為多少人？（非選擇題） 

 

[
0.8 0.3
0.2 0.7

] [
𝑥

8%− 𝑥]
= [

𝑥
8%− 𝑥]

   𝑥 = 4.8%   1000000 × 4.8 = 48000     

           

 

            Ans：48000人 

 



4-4 平面上的線性變換與二階方陣        

班級：_____201_____ 座號：___10_____ 姓名：_張霆威_____   

一、 多選題： 

(每題 8 分，共 16 分。錯一個 6 分，錯兩個 2 分，錯 3 個以上 0 分) 

1. A 和 B 是兩個二階方陣。A 在平面上的作用是對直線 L： 的

鏡射，已知 ，則下列哪些選項正確？______12345____。 

(1)  

(2) AB=BA  

(3) A+B=O                                       𝐵 = [
− cos 240 − sin 240
− sin 240 cos 240

] 

(4) 是旋轉矩陣                        𝐴𝐵 = [
cos 180 − sin 180

− sin 180 cos 180
] 

(5) B 是鏡射矩陣 

2. 已知 ，下列哪些選項正確？______134______。 

(1) 為旋轉鏡射變換 

(2)  [
1 0
0 −1

] 

(3)    

(4) =[
1 0
0 1

]𝐴𝜃 = 𝐴𝜃 

(5) 表示旋轉 之旋轉矩陣  (2𝛼 − 2𝛽) 

 

二、 填充題：(每題 8 分，共 88 分) 

1. 在坐標平面上，將 沿 軸推移 坐標的 3 倍，得點 ，求 點坐

標為_____(-2,-4)______。 

 

[
1 0
3 1

] [
−2
2

] = [
−2
−4

] 

 

2. 先對直線 作鏡射，再以原點為中心逆時針旋轉 ，則可利用矩陣

表示此兩種變換之合成變換為_____[

−1

2

√3

2

√3

2

1

2

]_______。(化至最簡) 

 

[
cos 30 −sin 30
sin 30 cos 30

] [
0 1
1 0

] =

[
 
 
 
 √3

2

−1

2

1

2

√3

2 ]
 
 
 
 

[
0 1
1 0

] =

[
 
 
 
 −1

2

√3

2

√3

2

1

2 ]
 
 
 
 

 

 

3. 已知圓 ： ， 

(1) 將圓 的 坐標、 坐標分別伸縮 3 倍與 倍，再沿 軸推移 坐標之 2

倍後之曲線所圍面積為_____
75

2
𝜋______。 

 

[
3 0

0
1

2

] [
1 0
2 1

] [
𝑥′

𝑦′] = [
3𝑥′

𝑥′ +
1

2
𝑦′

]     (3𝑥′)2 + (𝑥′ +
1

2
𝑦′)2 = 25 

13𝑥′2 + 4𝑥′𝑦′ + 𝑦′2 = 25 

面積比 = |det (𝐵𝐴)| =  
3

2
    ∴ 25𝜋 ∙

3

2
=

75

2
𝜋 

 

(2) 若 經矩陣 作伸縮變換(伸縮倍數為正)後，得橢圓 ，則

矩陣 為___[

2

5
0

0
3

5

]_____ 

 

(
𝑥

5
)
2

+ (
𝑦

5
)
2

= 1     (
𝑥′

2
)

2

+ (
𝑦′

3
)

2

= 1   ∴ [

2

5
0

0
3

5

] [
𝑥
𝑦] = [

𝑥′

𝑦′] 

 

 

 



(3) 將 沿 軸推移 坐標的 倍得圓 ，則圖形 的方程式為_ 𝑥′
2
+ 4𝑥′𝑦′ +

5𝑦′
2

= 25_。 

(請化至最簡) 

 

[
1 −2
0 1

] [
𝑥
𝑦] = [

𝑥′

𝑦′]    𝑥
′ = (𝑥 − 2𝑦)     𝑦′ = 𝑦   帶入得  𝑥′

2
− 4𝑥′𝑦′ + 5𝑦′

2
= 25 

4. 設 為二階方陣，若點 與 經矩陣 變換後的像分別為

與 ，求直線 在 的變換下所得圖形之方程式為 

__11𝑥′ + 2𝑦′ = 32_____ 

 

設𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]     [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
−2
1

] = [
−2
7

]  [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
1
2
] = [

6
−1

] 

{
−2𝑎 + 𝑏 = −2

𝑎 + 2𝑏 = 6
     {

−2𝑐 + 𝑑 = 7
𝑐 + 2𝑑 = −1

       ∴ 𝐴 = [
2 2

−3 1
] 

[
2 2

−3 1
] [

𝑥
𝑦] = [

𝑥′

𝑦′]    𝐴
−1  [

𝑥′

𝑦′] =  [
𝑥
𝑦] 

 
1

|−3 ∙ 2 − 2 ∙ 1|
[
1 −2
3 2

] [
𝑥′

𝑦′] = [
𝑥′ − 2𝑦′

3𝑥′ + 2𝑦′
] =  [

𝑥
𝑦]    代入得 11𝑥′ + 2𝑦′ = 32 

 

5. 若 所定義的線性變換，將直線 ： 變換至直線本

身，則直線 之方程式為________−2𝑥 = 𝑦    𝑥 = 𝑦_________。(兩解) 

 

[
1 2
4 3

] [
𝑥
𝑦] = [

𝑥 + 2𝑦
4𝑥 + 3𝑦

]     𝑎(𝑥 + 2𝑦) + 𝑏 = 4𝑥 + 3𝑦 

𝑎 − 4

3 − 2𝑎
𝑥 +

𝑏

3 − 2𝑎
= 𝑦      

𝑎 − 4

3 − 2𝑎
= 𝑎    𝑎 = −2 𝑜𝑟 1 

 
𝑏

−2
=

𝑏

1
     𝑏 = 0    

 

6. 試求 ： 之圖形繞原點逆時針旋轉 後，再對直線

鏡射所得圖形的方程式為_ (𝑥 − √3 − 2)
2
+ (𝑦 − 1 + 2√3)

2
= 9 

___。 

 

[[
cos 60 sin 60
sin 60 − cos 60

] [
cos 30 −sin 30
sin 30 cos 30

]]

−1

[
2
4
] = [ √3 + 2

1 − 2√3
]   

方程變為 (𝑥 − √3 − 2)
2
+ (𝑦 − 1 + 2√3)

2
= 9 

 

7. 平面坐標中，若 、 ，且 為正六邊形，若 在第

二象限，則 點坐標為_____(−4 − 2√3, 2 + 4√3)_______。 

 

[
cos 60 sin 60

− sin 60 cos 60
] [

−4
2

] = [
−2 − √3

1 + 2√3
] 

𝑂𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝐴 ̅̅ ̅̅ ̅   2 [
−2 − √3

1 + 2√3
] = [

−4 − 2√3

2 + 4√3
]  

 

8. 設 ，且點 ， 為正整數，滿足 ，

，設 為原點且 的面積為 ，求   2       

 

 

 

9. 設 為正實數， ，若橢圓 經 變換成以原點

為圓心，1 為半徑之圓，求序對( )為_____(1,
√3

2
,
1

2
)________。 

 



[
𝑎 −𝑏

√3𝑎 𝑐
] [

𝑥
𝑦] = [

𝑎𝑥 − 𝑏𝑦

√3𝑎𝑥 + 𝑐𝑦
]  代入得 

(𝑎𝑥 − 𝑏𝑦)2 + (√3𝑎𝑥 + 𝑐𝑦)
2

= 1 

{
4𝑎2 = 4

𝑏 = √3𝑐
𝑏2 + 𝑐2 = 1

      ∴ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (1,
√3

2
,
1

2
) 

 

 

 

 


