PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Julio de 2018 - Convocatoria extraordinaria

Se resuelven las dos opciones. En cada apartado identificamos los datos, explicamos el método y
desarrollamos las operaciones.

Opcion A

A.1. Sistema de ecuaciones con parametro
El sistema del enunciado es

Tt+y= ]-a
(a’ - 1)y +z= Oa
z+ay+ (a—1)z=a.
Queremos averiguar para qué valores de @ es compatible y resolverlo para @ = 1y a = 0. Aplicaremos el

teorema de Rouché-Frobenius: el sistema es compatible exactamente cuando la matriz de coeficientes y
la matriz ampliada tienen el mismo rango.

La matriz de coeficientes es

1 1 0
A=10 a-1 1
1 a a—1

Calculamos su determinante. Restamos la primera fila a la tercera, operacion que no cambia el
determinante:

1 1 0
detA=0 a—1 1 |=(a—1)2=(a—1)=(a—1)(a—2).
0 a—1 a-1

Casol:a # 1,2. Comodet A # 0, rg(A) = 3. La matriz ampliada tiene tres filas, asi que su rango no
puede superar 3; contiene a A, por lo que también tiene rango 3. Por Rouché-Frobenius,

rg(A) = rg(A*) = 3 = numero de incognitas,

de modo que el sistema es compatible determinado (SCD).

Para hallar la solucion, restamos la primera ecuacién de la tercera y después restamos la segunda
ecuacion a la nueva tercera:

(a—1)y+(a—1)z=a—1,
(a—2)z=a—1.

Como en este caso a # 2,

a—1
zZ= .
a—2
De la segunda ecuacion original, para a # 1,
a—1 1
— 1 = —2 = — ﬁ = — .
(a )y £ a—2 Y a—2
Finalmente, usandoz +y =1,
1 a—1
== ]_ —_ = ]_ = .
v y + a—2 a—2
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Por tanto, cuando a # 1, 2,

Gy (=L _ L a1
Y2 T\ a2 a—2"a—2

Caso 2: a = 1. Sustituimos el valor del parametro en el sistema:

a:+y=1,
z=0,
z+y=1.

La tercera ecuacion repite la primera. Por ello, rg(A) < 2. El menor
1 0

=1+#0
% J 7

(filas primera y segunda, columnas & y z) demuestra que rg(A) = 2. La misma dependencia se conserva
en la matriz ampliada; por tanto, rg(A*) = 2. Asi,

rg(A) =rg(4*) =2 < 3,

por Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado (SCI). Tomandoy = ¢, cont € R, resulta

|:1:=1—t,y:t,z=0,t€R.

Caso 3:a = 2. El sistema queda

z+y=1,
yt+z= 0,
T+2y+z=2.
En la matriz de coeficientes, la tercera fila es la suma de las dos primeras; el menor
1 1
=1#0
% J 4

demuestra que rg(A) = 2. Sin embargo, al sumar las dos primeras ecuaciones se obtiene
x + 2y + z =1, mientras que la tercera exige € + 2y + 2z = 2. Equivalentemente, las filas primera mas
segunda y tercera de la matriz ampliada producen una contradiccion. Ademas, el menor ampliado

11 1
0 1 0/=1+#0
1 2 2

demuestra que rg(A*) = 3. Como los rangos no coinciden, el sistema es incompatible (SI).
En conclusion, el sistema es compatible para

0

a € R\ {2}

esSCDsia # 1,2,SClsia=1ySIsia = 2.
Solucién para a = 0. Como 0 # 1,2, podemos usar el caso SCD. También lo comprobamos directamente:

c+y=1,
_y+z=0,
r—2=0.

Las dos ultimas ecuaciones dan 2 = yy £ = 2, asi que & = y = 2. Sustituyendo en la primera, 2z = 1,
luego

1
;I::y:z:—.
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A.2. Rectas y planos

Se dan

z—2y=0
z=0,

m:x—y+2—3=0, s: { "A=(1,1,1).

El vector normal del plano wes nz = (1, -1, 1). Parametrizamos s resolviendo sus ecuaciones: siy = {,
entonces ¢ = 2ty z = 0. Por tanto,

T = 2t,
s: y=t, tek,
z=0,

con vector director ds = (2,1, 0).

a) Recta por A, que cortaa sy es paralelaa 7. Sea QQ = (2t, t, O) el punto de corte con 8. El vector
director de la recta buscada sera

_>
AQ=Q-A=(2t—1,t—1,-1).

Una recta es paralela a un plano cuando su vector director es perpendicular al vector normal del plano.
Aplicamos el producto escalar:

—
AQ my=0 = (2t—1)—(t—1)—1=0 = t=1.

Asi, el punto de corte es @ = (2,1,0) y un vector director es @ — A = (1,0, —1). La recta, en forma
paramétrica, es

z=14 A,
r: cy=1, AeR.
z=1-—),

Comprobacion: para A = 1 se obtiene @ = (2,1,0) € s,y (1,0,—1) - (1,—1,1) = 0, por lo que la recta
es paralela al plano.

b) Plano por A, perpendicular a 7y paralelo a s. El plano buscado debe contener la direccion
d, = (2, 1, O). Como sus planos son perpendiculares, sus vectores normales también deben ser
perpendiculares. Por tanto, un normal n, debe cumplir

Ng ds =0, n,-n,; =0.

Un vector perpendicular a ambos se obtiene mediante el producto vectorial:

i j k
ne=n,xd; =11 -1 1|=(-1,2,3).
2 1 0

La ecuacion de un plano de normal (—1, 2, 3) que pasa por A = (1,1,1) es
—(z—-1)+2(y—1)+3(2—1) =0,

y, en forma general,

|0': —w+2y+3z—4=0.|

c) Pertenencia de (3,2, 1). La recta paralela a s que pasa por (5, 3, 1) tiene el mismo vector director
(2,1,0):

x =054 2],
t: cy=3+A, AeR
z=1,
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Imponemos y = 2: 2 =3+ A => A = —1. Entonces ¢ = 5 + 2(—1) = 3y 2 = 1. Por tanto,
(3,2,1) € t| el punto si pertenece a la recta.

A.3. Funcion e integral
f(z) = az3 + bz? + cx cos(mz).

Su dominio es R: los términos polindmicos estan definidos para todo real y el coseno también.
a) Relacion entre los coeficientes si f(1) = 22. Sustituimos & = 1 en la funcién y usamos cos(m) = —1:

22 = f(1) = a(1)®* + b(1)® + ¢(1) cos(n) =a + b —c.

Por tanto,

la +b—c=22.|

b) Condicién para que la tangente en £ = 1 sea horizontal. La pendiente de la tangente es f’(m); una
tangente horizontal requiere f’(l) = 0. Derivamos usando la regla del producto en ¢z COS(?T:I:)Z

f'(z) = 3azx? + 2bz + ccos(wz) — mex sin(nzx).
Al sustituirz = 1, con cos™ = —1 y sinw = 0, obtenemos
f/(1)=3a+2b—c.

La condicion pedida es, por tanto,

13a +2b—c=0.]

1
c) Calculo de / T cos(7ra;) dz. Usamos integracion por partes,
0

/udv:u'v—/'vdu.

Elegimos u = & y dv = cos(wz) dz; asi, du = dzy v = @ Entonces

/ z cos(wz) dez = msir;(ﬂ'a:) - / sin(rz) dz

Ly
zsin(wz)  cos(mz)

= + +C.

T 2

Evaluamos entre O y 1:

/Olzccos (e dz = [wsin(ﬂ'w) .\ cos(wx)]:

“(w) (00 )

Opcion B

B.1. Operaciones con matrices y determinantes

a) Deducir que A2 = Ay B%2 = B. Se conocen las igualdades AB = Ay BA = B. Usamos la
propiedad asociativa de la multiplicacion matricial:

A? = AA=(AB)A = A(BA) = AB = A,
B?> = BB= (BA)B= B(AB) = BA = B.
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En la primera cadena se sustituye AB por Ay BA por B; en la segunda se aplican las mismas hipétesis
en el orden correspondiente. Quedan demostradas ambas identidades.

b) Determinar a, b. Las matrices del enunciado son

4= (0 o) 2= (1 3)
== ()G 0= 2)

Igualando las entradas correspondientes con las de B,

Primero imponemos B? = B:

a’=a,a+b=1,02=0.

Las dos ecuaciones cuadraticas dan a,b € {0, 1}; junto con @ + b = 1, las posibilidades son
(a,b) = (0,1) y (1,0).

Ahora aplicamos las dos desigualdades pedidas:
a 0
AB = .
0 0
Esta matriz es distinta de A exactamente cuando a 7é 1, asi que debe ser a = 0. Ademas,
a 0
BA =
(1 0)’

que es distinta de B exactamente cuando b # 0, asi que debe ser b = 1. La Unica pareja que satisface las
tres condiciones es

|a:0, b:1.|

c) Determinantes. Sea

1 0
det A = 2 1| =3.
3 2

N« 8

En el primer determinante solicitado se duplica la primera columna de A. Por la propiedad de sacar un
factor comun de una columna,

2z 1 0
2y 2 1| =2detA=2-3=[6]
2z 3 2

En el segundo, la primera columnaes (z + 1,y + 1,2+ 1)T. Si C1, Cs, C3 son las columnas de A,

entonces (1,1,1)T = Cy — Cs3; por tanto, la nueva primera columna es Cy + Cy — Cs. Aplicamos la
linealidad del determinante respecto de esa columna:

z+1 1 0
y+2 2 1= det(Cl + Cy —03,02,03)
z+3 3 2

= det(Cl, Cs, 03) + det(CQ, C, 03) — det(C3, O, 03)
=3+0-0=[3]
El segundo determinante de la suma vale cero porque contiene dos columnas iguales.

B.2. Recta y plano

La recta se da como interseccion de los dos planos:
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T +y =3,
r+4y—z=28.

a) Ecuaciones paramétricas de r. Tomamos x = t. De la primera ecuacion, y = 3 — t. Sustituimos en la
segunda para despejar 2:

t+4(3—-t)—2=8 = z=4-3t.

Por tanto,
x =1,
r: y=3—t, teR.
z=4 - 3t,

Su vector director es d, = (1, —1, —3). Por ejemplo, para t = 0 se obtiene el punto R = (0, 3,4), que
satisface ambas ecuaciones:0+3 =3y0+4-3 —4 =8.

b) Plano paralelo ar por P = (5,0,1) y @ = (4, 1, 0). Dos direcciones contenidas en el plano son la
direccion de la recta, d, = (1,—1,—3), y el vector entre los dos puntos:

_>
PQ=Q—-P=(-1,1,-1).

Un vector normal al plano es el producto vectorial

N i j k
ng=d, xPQ=|1 -1 -3|=(4,4,0).
-1 1 -1

Podemos usar el normal simplificado (1,1, 0). El plano que pasa por P = (5,0,1) es
(:Z? - 5) +y= O’

es decir, en forma general,

|7r: z+y—5=0.

Se comprueba que @ pertenece al plano porque 4 +1 — 5 = 0, y que la recta es paralela porque
(1,1,0) - (1,—1,—3) = 0. El punto R = (0, 3,4) de la recta no esta en el plano: 0 + 3 — 5 = —2; por
tanto, la recta no esta contenida en el plano, sino que es paralela y distinta.

c) Distancia entre r y 7. Al ser paralelos, la distancia entre la recta y el plano es la distancia de cualquier
punto de la recta al plano. Usamos

A B C D
d(R, ) = 1Azt Byr + Czr + D)
VA% + B2+ C?
para el plano Az + By+ Cz+ D =0.ConR=(0,3,4)ym:z+y—5=0,
0+3-5 2
d(r,m) = d(R,m) = o+ 3= _ V2|

VIR 02 V2

B.3. Optimizacion del area de una cartulina

El recténgulo interior R tiene area 600 cm?. Llamamos & a su base y h a su altura. Como son longitudes,
z>0yh>0.

a) Area de la cartulina en funcion de x. El area del rectangulo interior cumple

zh =600 — hzﬁmﬁ,w>0.

Los margenes laterales afiaden 2 + 2 = 4 cm al ancho; los margenes superior e inferior afaden
3 + 3 = 6 cm ala altura. Asi, las dimensiones exteriores son £ +4 cmy % + 6 cm. El 4rea se obtiene
multiplicando ambas dimensiones:
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Cz) = (z +4) (‘Zﬂ +6)

24
=600+6m+%+24
24
= 6z + 624 + a?o’ z > 0.

b) Base x que minimiza el area. El dominio es (0, —|—oo), porque g es una longitud positiva y aparece en el
denominador. Derivamos y buscamos los puntos criticos del dominio:

2400
C'(z) =6 - —5—.
T
Igualamos a cero:
2400
6— —— =0 — 62° = 2400 — 2’ =400 — z = £20.
Z

Como > 0, solo £ = 20 pertenece al dominio. Para justificar el sentido del cambio, probamos valores a
ambos lados en la derivada:

o 2400 w2400 9
C'(10) =6~ ;- = —18 <0, C'0) =6~ -5 = 5 >0

La derivada es negativa en (0, 20) y positiva en (20, +00); por tanto, el &rea decrece hastaz = 20 y
crece después. Ademas, C a:) — +oocuandoz — 0T y cuando £ — +00, asi que ese minimo es
absoluto.

z | (0,200 20  (20,+00)
C'(z) - 0 b

C(z) | decrece minimo  crece

En conclusion,

c) Dimensiones de la cartulina minima. Para x = 20 cm, la altura del rectadngulo interior es

600
h = % = 30 cm.

Al anadir los margenes, el ancho exterior es 20 + 4 = 24 cm y la altura exterior es 30 + 6 = 36 cm. Por
tanto, las dimensiones de la cartulina son

124 cm x 36 cm |,

y su area minima es 24 - 36 = .
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