PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Junio de 2013 - Convocatoria ordinaria

El examen ofrece dos opciones: Ay B. En cada una se resuelven los tres problemas. En cada apartado explicamos qué
formula usamos, sustituimos los datos y sefialamos qué significa el resultado.

Opcion A

Problema A.1- Compatibilidad y soluciones de un sistema
El sistema es

2z 4 5y = a,
S:{—x—4y=0»,
2z +y=c.

Hay dos incognitas y tres ecuaciones. Para decidir si existe solucion usamos el teorema de Rouche-
Frobenius: el sistema es compatible exactamente cuando el rango de la matriz de coeficientes coincide con
el de la matriz ampliada. Si, ademas, ese rango es el numero de incognitas, la solucion es Unica.

La matriz de coeficientes y la ampliada son

2 5 2 5 a
A=|-1 —4)]|,A*"=]|-1 -4 b
2 1 2 | e

a) Condicion para que el sistema sea compatible
La matriz A tiene dos columnas, asi que rg(A) < 2. Comprobamos que el rango es 2 calculando un menor
de orden 2:

det (_21 _54) _ 9(—4) = 5(—1) = —8+ 5= —3 £0.

Por tanto, rg(4) = 2.
Ahora calculamos el determinante de la matriz ampliada, que es cuadrada:

o |-4 B -1 b -1 -4
det(A)—2‘1 0_5‘2 c+a2 1‘
= 2(—4c—b) — 5(—c — 2b) + a(—1+8)
= Ta + 8b — 3c.

Si 7a + 8b — 3c # 0, entonces det(A*) # 0y rg(A*) = 3. Como rg(A) = 2, los rangos serian distintos
y el sistema no tendria solucion.

Si 7a + 8b — 3¢ = 0, entonces det(A*) = 0, asi que rg(A*) < 3. Pero el menor de orden 2 formado por
las dos primeras filas y las dos primeras columnas vale —3 # 0; por eso rg(A*) > 2. Concluimos que

rg(A*) = 2.
En este segundo caso,
rg(A) = rg(A*) = 2 = naumero de incognitas.

Por Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado (SCD): tiene una Unica solucién. Asi, la
condicion pedida es

|7Ta+8b—3c=0]|.

b) Solucién paraa = —1, b=2, ¢ =3
Primero comprobamos la compatibilidad:

7(—1)+8(2) —3(3) = —7+16 -9 =0.
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El sistema es compatible y su solucidn es Unica. Para resolverlo usamos las dos primeras ecuaciones, cuyo
determinante ya vimos que es —3 7é 0. Por la regla de Cramer:

-1 5 2 -1
o 2 -4 _4—10_2 -1 2] 4-1 1
I e R
Comprobamos también la tercera ecuacion: 2z + y = 2(2) — 1 = 3 = ¢. Por tanto,
(iB,y) = (27 _1) .
¢) Solucion cuandoa = ¢ = —2b

La condicién de compatibilidad queda

Ta + 8b — 3¢ = T(—2b) + 8b — 3(—2b) = —14b + 8b + 6b = 0.

Se cumple para cualquier valor real de b; por tanto, siempre hay una Unica solucion. Sustituimos @ = —2b
en las formulas de Cramer:
_ A=) +8 o —2+2
- 3 - b y - 3 i
La tercera ecuacion se verifica porque 2z + y = 2(—b) + 0 = —2b = ¢. En conclusion,
(z,y) = (=b,0)|.

Problema A.2 - Area, volumen y distancias en el espacio
Los puntos son

0 = (0,0,0), A= (1,0,1), B=(2,1,0), C = (0,2,3).
a) Area del triangulo O A B y volumen del tetraedro OABC
Los vectores que forman dos lados del triangulo son
— —ay
OA=A-0=(1,0,1), OB=B-0=(2,1,0).

El area de un triangulo definido por dos vectores es la mitad del médulo de su producto vectorial:

. WY |i j k
OAxOB=1|1 0 1|=(-1,21),
21 0

— —
HOA x OBH = \/(—1)2 +22+12 = V6.

Por tanto,

Area(OAB) = %\/6 = ? .

El volumen de un tetraedro es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto de sus tres vectores de

—
arista. Como OC = (0, 2, 3),

V= %‘(ofixoé).oé

1 1
= 21(-1,2,1)-(0,2,3) = lo+4+3|
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7
Asi, |V = 6l El valor absoluto asegura que el volumen sea positivo, independientemente del orden de los

vectores.

b) Distancia de C al plano que contiene O AB

Un vector normal al plano es el producto vectorial calculado antes, n = (—1, 2, 1). Como el plano pasa por
el origen, su ecuacion general es

—z+2y+2z=0.
La distancia de un punto (2o, Yo, 20) al plano Az + By+ Cz+ D =0 es

d= |A:I:0 + By + Czy + D|
VA? 4+ B%+ C?
Sustituimos C' = (0,2,3) y el plano —z + 2y + z = 0:
-0+22)+3] [ 7

d(C,m) = NS ST i

¢) Distancia de C'’ al mismo plano, si C' es el punto medio de OC
El punto medio de dos puntos se obtiene promediando sus coordenadas:

0+C 0+0 0+2 0+3 3
!

= = - 1_ .
© 2 ( 2 7 2 7 2 ) (O’ ’2)

Aplicamos de nuevo la férmula de distancia al plano —x + 2y + z = 0:
=0+ 43 5 [ 7
V6 V6 |2v6]

Problema A.3 - Distancia minima del meteorito al Sol
La trayectoria cumple y?> = 2z 4+ 9, con —4.5 < £ < 8 y y > 0. El Sol esta en el origen (0,0).

d(C',m)

a) Expresion de la distancia en funcion de =
De y* = 2z + 9 y de la condicién y > 0, tomamos la raiz positiva:

y=+v2x+9.

La raiz exige 2&¢ + 9 > 0, es decir, x > —%. Junto con el intervalo del enunciado, los valores fisicamente
permitidos son

<z < 8|

N ©

La distancia de P = (z, y) al origen se calcula con la férmula de distancia entre dos puntos:
d(@) = \/(z — 0)2 + (y - 0)2

:\/:c2—|—y2=\/$2+2:c+9= \/(a:+1)2+8.

Como (:1: + 1)2 + 8 > 8 > 0, esta expresion esta definida para todo € R. Para el problema fisico, no
obstante, solo estudiamos x € [—%, 8.

h) Punto de la trayectoria mas cercano al Sol
Para hallar el minimo derivamos la funcion distancia. Su derivada es

2z +2 _ z+1
2WzZ+22+9 +/(z+1)2+8

d'(z) =
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El denominador es siempre positivo, pues es al menos \/§ Por ello, el signo de d'(a:) depende solo del
numerador  + 1. Igualamos la derivada a cero:

z+1=0 = z=-1.

El punto critico pertenece al intervalo permitido. Comprobamos el signo a ambos lados usando, por
ejemplo, x = —2yx =0:

d'(—-2) = -1 <0, d(0) = 1 > 0.
3 3
Intervalo Valor de prueba Signo de d’ Comportamiento
—% <zr<-lgzg=-2 - La distancia decrece
—1l1<z<8 z=0 + La distancia crece
Al pasar de signo negativo a positivo, en @ = —1 hay un minimo. La coordenada vertical del meteorito en

ese instante es

y= 2(—1)—|—9=ﬁ.

Por tanto, el punto mas cercano es | P = (—1,/7) |

¢) Distancia minima
Sustituimos £ = —1 en la expresion de la distancia:

d(—1) = /(-1 +1)2 + 8= v8=[2v2]

La distancia en los extremos del tramo es d(—%) = % y d(8) = /89. Asi, el minimo anterior es también el

minimo absoluto del recorrido. El maximo del tramo se alcanza en £ = 8, donde la distancia vale 4/ 89. No
se anaden unidades porque el enunciado no proporciona ninguna.

Comprobacion de asintotas

La expresion matematica d(z) = /(2 + 1)2 + 8 es continua para todo real, asi que no tiene asintotas
verticales. Si se estudia su extension fuera del tramo fisico, al racionalizar se obtiene

8
dz) — (z+1) = » 0 (z = +00),
VE+1)?2+8+z+1
y, en el otro extremo,
8
diz) —(—z—-1) = — 0 (z = —00).
z+1)2+8—(z+1)
La extension tiene asintotas oblicuas y =  + 1 cuandox — +ocoyy = —z — 1 cuando  — —o0. En el

movimiento descrito,  esta limitado a [—%, 8], por lo que esas asintotas no forman parte del tramo
recorrido.

Opcion B

Problema B.1 - Determinantes de matrices
Las matrices del enunciado son

—2 0 0 2 1 2
A=|1 1 o|,B=|0 -5 0
4 2 -2 0 0 2

Usaremos estas propiedades: det(XY) = det(X) det(Y), det(X ') = 1/ det(X),
det(XF*) = det(X)¥, y para una matriz 3 x 3, det(AX) = A3 det(X).
Como Ay B son triangulares, det(A) y det(B) son el producto de sus diagonales:
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det(4) = (—=2)(1)(=2) = 4, det(B) = (2)(=5)(2) = —20.

La suma es
0 1 2
A+B=|1 -4 o],
4 2 0

y su determinante, desarrollado por la primera fila, vale
det(A+B)=0—1(1-0—0-4) +2(1-2—(—4)-4) =0+ 36 = 36.
a) Determinantes de A + By 1 (A + B) ™!

El primero ya se ha calculado:

det(A + B) = 36|

Para el segundo, como las matrices son de orden 3, sacar el factor % multiplica el determinante por (%)3
Ademas, el determinante de la inversa es el inverso del determinante:

det (%(A+B)—1) = (%)3det((A+B)‘1)
1 1 1 1 1

" 8 det(A+B) 8 36 |288]
b) Determinantes de (A + B) 1Ay A~'(A + B)

Aplicamos el determinante de un producto a cada expresion, respetando el orden indicado:

det ((A+ B)A) = det((A + B) ™) det(A)

1 1
=3 “T|of
det (A™'(A+ B)) = det(A ") det(A + B)

1

:1-36=@.

¢) Determinantes de 2AA~ 1y A-1B

Como AA™1 = I3, la primera matriz es 213. Para una matriz de orden 3, el factor 2 multiplica el
determinante por 23:

det(24A7) = det(213) = 23 det(I3) = [8].

Para el segundo, aplicamos el determinante del producto y la propiedad del inverso:

det(A~'B) = det(A~!) det(B) — %(—20) -5l

Problema B.2 - Distancias en el espacio
Los puntos son

A=(1,0,1), B=(2,-1,0), C = (0,1,1), P = (0,—3,2).

a) Distanciade Pa A
La distancia entre dos puntos es la norma del vector que los une:

_> _)
PA:A—P:(1)3a_1)7 d(PaA):“PA”:\/12+32+(—1)2: \/ﬁ
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b) Distancia de P ala recta AB

Primero escribimos la recta en forma paramétrica, como se pide para las rectas del espacio. Su vector
director es

—
AB=B-A=(1,-1,-1),

por lo que
r=1+t¢,
AB:Cy=—-t, teR.
z=1-—t,

La distancia de un punto a una recta se puede calcular con

AP x AB
d(P, AB) = 1AL X ABIl

—
IAB]|

—
Con AP =P — A= (-1,-3,1), calculamos

— —
AP x AB=(-1,-3,1) x (1,~1, 1) = (4,0, 4).

Entonces

— — —
|AP x AB|| = V£ + 0 + £ = 43, [|AB] = \/12 + (-1)> + (-1)> = V3.

Sustituimos en la férmula:

d(p, AB) = 2V2 _[4V6|

Ll s

¢) Distancia de P al plano ABC
Dos vectores del plano son

— —
AB=(1,-1,-1), AC=C - A= (-1,1,0).

Un vector normal se obtiene con el producto vectorial:

— —
n = AB x AC = (1,1,0).

La ecuacion general del plano es, por tanto,  +y + D = 0. Como A = (1, 0, 1) pertenece al plano,
1+0+ D =0, dedonde D = —1. Asi,

Tapc:T+y—1=0.
Usamos la formula de distancia punto-plano:
0 -3)—-1 4
_+=y-1_ 4 A
VIZ+12+02 V2

Problema B.3 - Rectas tangente y normal a f(z) = sin

La funcién seno esta definida para todo nimero real, asi que su dominio es R. Su derivada es
f'(x) = cos z; el valor de esta derivada en un punto da la pendiente de la tangente a la curva.

d(P s TABC )

a) Tangenteen ¢ = %

6
Punto de tangencia: P = (%, 1); pendiente: my = f'(%) = cos(%) = @; vector director:
= (1 V3
Vi _( y "9 )
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b) Normalen x = 2

3 ’ 3 3 2

La pendiente de la tangente en ese punto es

m=1(3) =om(3) =1

La normal es perpendicular a la tangente, de modo que sus pendientes cumplen m:m,, = —1. Asi,
m, = —2, y podemos tomar (1, —2) como vector director. La normal en forma paramétrica es
z =3 +t, R
teR.
3
y="% -2,

¢) Angulo entre ambas rectas
Tomamos vectores directores de las rectas:

3
u= 1,£ , v=(1,-2).
2
El 4ngulo menor @ entre dos rectas se obtiene con el valor absoluto del producto escalar
u-v
cosf = | | .
[l flvll

Calculamos cada término:

VT

u-v=1—\/§, ”u”:Ta

= /5.

Por tanto,

o v3-1 _ 2(v/3-1)
(V7/2)V5 V35

La respuesta exacta es

0 = arccos m
V35

En grados, @ = 75.67°. El valor absoluto selecciona el angulo menor formado por las dos rectas.
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