Matematicas 11 Septiembre 2002

EJERCICIO A
PROBLEMA 1. Dadas las matrices reales:
2 -1
5 8 1 1 -1 3 7
A= B= C=|-3 2 D= ,
(9 4} (2 -3 ZJ | 4 (1 2]

se pide :
a) Calcular lamatriz M =A -2 B C. (I punto)
b) Justificar que existe la matriz D inversa de D y calcular tal matriz. (0,9 puntos)
c) Calcular las matrices X, Y que cumplen D X =M =Y D. (1,4 puntos)

Solucion:
a) M=A-2BC=

2 -1

58) (1 1 -1 5 8 2-3-1 -1+2-4
= -2 -3 2= -2 =
(9 4J (2 -3 2J A (9 4J (4+9+2 —2—6+8J

Y 2L s

b) La matriz inversa de D existird si el determinante de D es distinto de cero;

3 7 4
1 2=6—7=—1¢0 luego 3D

Calculemos D’

3 7 a . 21 A 2 -1 A 2 =17
D= TN iy ulhs_y =
1 2 7 3 -7 3 -1 3
D‘lzi 2 =7 _ -2 7

-1{-1 3 1 -3

¢) DX = M, multiplicando por la izquierda por D™
D'DX=D'M; IX=D'M; X=D'M

X = Dy — -2 7 9 14) (-18-147 -28+28) (-165 0
B L1 =3J(=21 4] | 9+63 14-12 ) | 72 2

Y D = M, multiplicando por la derecha por D™
YDD' =MD'; YI=MD'; Y=MD'

v - 9 14)(-2 7)) (-18+14 63-42) (-4 21
- =21 41 -3) | 42+4 -147-12) |46 -159

Dl =
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Matematicas 11 Septiembre 2002

EJERCICIO A

PROBLEMA 2. Las tallas de los ciudadanos adultos de una gran ciudad siguen una distribucién normal de media 1,70 y

desviacion tipica 0,20.

a) Se selecciona al azar un ciudadano. Averigua razonadamente cudl es la probabilidad de que su talla sea superior a 1,95.

(1,5 puntos)

b) Se selecciona al azar otro ciudadano entre los de talla superior a 1,65. Averigua razonadamente cudl es la probabilidad

de que su talla sea superior a 1,95. (1,8 puntos)

Solucion:
Llamando T = talla de los ciudadanos adultos, sabemos que T=N (170, 020 )

T-170 S 195-170
020 020

P(T >195) = P[ ) = P[Z > %j =P(Z>125)=1-P(Z £125) =1-078944 = 01056

a) 020
P(T S 1/97 )_ P((T >195)"P(T >165)) P(T >195) _ *
b) T>res" P(T > 1'65) T PT>165)

Calculemos el valor del denominador, el del numerador lo obtuvimos en el apartado anterior,
T—170>165—170 :PZ>—005
0720 0720 0720

P(T >165) = P( j = P(Z >-0725) = P(Z <0725) = 035987

Por lo que el cdlculo inicial serd,
() = 01056
0'5987

=01764
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Matematicas 11 Septiembre 2002

EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Consideramos los planos

T o x+y-6=0

Ty 2x+4y+Az+42=0
donde 4 es un parametro real. Se pide:

a) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta de interseccién de los planos 71y 72 cuando 4 =4. (1,5 puntos)

b) Calcular razonadamente 4 para que los planos 71 y %2 se corten formando un dngulo de 45°. (1,8 puntos)

Solucion:

a) Para A=4 el plano ™2 serd: 2 x + 4y + 4 z + 2 = 0; simplificando por 2 queda
X+2y+2z+1=0

La ecuacion de la recta r interseccion de estos dos planos serd, en forma implicita,
x+y—-6=0

r:
x+2y+2z+1=0

Las ecuaciones paramétricas de la recta r las obtenemos resolviendo el sistema anterior,

como = 2-1=1# 0 usamos como incégnitas principales x e y,
xX+y =26 D [—x—y=-6
Y D y sumando y = -7-2z7
x+2y =-1-2z x+2y =-1-2z

sustituyendo el valor de y en la 1° ecuacion, x — 7 — 2 z = 6; despejando x, x = 13 + 2

Las ecuaciones paramétricas de r serdn,

x=13+2u
risy==7-2u peR
1=Uu

b) "1y 72 se cortardn formando un dngulo de 45° cuando sus vectores ortogonales también lo formen,

mLL0) v ny(2.4.2)

n n,
mn
COS{”D’%} ‘ ‘ ‘

(LLO) (2,4,4)

VI+1 J4+16+ 22
\/5_ 2+4

2 2 oo+
V2 2 N20+2 =12

2 V20+ 22 =12

cos45°=

20+ A% =

Elevando ambos miembros de la igualdad al cuadrado,

20+2=36 — =16 - A=1J16 — A=+4

Comprobamos las soluciones obtenidas en la ecuacion irracional
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Para A=4 — ~20+4%=6; J20+16=6; +36=6 S7
Para A=-4 — 20+(-4)>=6; J20+16=6; /36=6 Si

Il
AN

Ambos planos se cortardn formando un dngulo de 45° cuando A=—4 o A
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Matematicas 11 Septiembre 2002

EJERCICIO A

PROBLEMA 4. Sea f(x) = x’ + ax’ + b x + ¢. Hallar g, b, ¢ sabiendo que f alcanza un maximo es x = - 4 y un minimo en
x=0y quef(l)=1.

Solucion:
Mdximoen x= —4,f(-4)=0
Minimoen x=0, f(0)=0
Calculemos f'(x)=3x’ +2ax+b

Obtenemos las ecuaciones correspondientes a las tres condiciones que conocemos de la funcion f,
f(4)=0| 5 [ 3(4)+2a(-4)+b=0;| 48-8 a+b=0
£0)=0 | > 30°4+2a0+b=0; b=0
fil)=1 | 5| P+alP+bl+c=1;|1+a+b+c=1

Sustituyendo el valor de b obtenido en la 2° condicion en las otras dos tenemos el sistema,

48—-8a =0
a+c=0
De la 1¢ ecuacion obtenemos el valor de a; 48 =8 a,a =6
Sustituyendo en la 2 ecuacion 6 +c=0,c=-6
Los valores de los pardmetros son: a=6,b =0y ¢ =—6; la expresion de f serd fix)=x +6x’ -6
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Matematicas 11 Septiembre 2002
EJERCICIO B

x+y+z=4
PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales: {2x+3y+5z =2 , dependiente del pardmetro 4, se pide:

3x+5y+APz=1

i) Determinar para qué valores de 4 el sistema es compatible determinado, compatible indeterminado e
incompatible. (1,3 puntos)
ii) Obtener el conjunto S de las soluciones del sistema para el caso compatible indeterminado. (/ punto)

1ii) Obtener el vector de S ortogonal (perpendicular) al vector (1,1,2). (I punto)

Solucion:
i) La matriz ampliada del sistema es
11 114
A=l2 3 512
35 2
El mdximo rango posible de A y A’ es 3, estudiamos el rango de A
1 1 1
2 3 5[=32+15+10-9-25-24 =2 -9
35 X

2-9=0 - 12=9 5 A=+J9 — A1=13

Para A # =3 y A# 3, ran(A) = 3 = ran(A’) = n° de incognitas, Sistema Compatible Determinado.

Para A =-3
1 1 1/-3
A=|2 3 5 i 2
3591 1
Sabemos que det(A) = 0, calculemos el rango de A,
bl =3-2=120 — ran(A)=2
2 3
Veamos el rango de A’, al menor anterior le orlamos la 4° columna y la 3° fila,
1 1 -3
2 3 2(=3-30+6+27-10-2=—6#0 — ran(A")=3
35 1

Como ran(A)=2# 3=ran(A’), Sistema Incompatible

Paraﬂ:3
11 113
A=|2 3 552
35911

Al igual que calculamos en el caso anterior ran(A) = 2
Veamos el de A’

1 1 3
2 3 2/=34+30+6-27-10-2=39-39=0
3 51

como no hay mds menores de orden 3 de A’, ran(A’) = 2
Como ran(A) = 2 = ran(A’) < n° incégnitas, Sistema Compatible Indeterminado



En resumen,
Para A # =3 y A# 3| Sistema Compatible Determinado.
Para A =-3 , Sistema Incompatible

Para A= 3, Sistema Compatible Indeterminado

ii) El sistema es compatible indeterminado para A= 3, el menor que da el rango 2 es el formado por 1°y 2° fila y

1%y 2% columna, luego las incognitas principales serdn x e y; para resolver el sistema usaremos la 1°y 2°
ecuacion. Es decir:

x+y=3-z
2x+3y=2-5z2

En el apartado anterior ya calculamos el determinante del sistema,

11
=3-2=1
Resolviendo el sistema por la regla de Cramer,
3-z2 1‘
2-5z 3
x=-+=9—3z—2+5z:7+2z
1 3-z2
2 2-5
y=-l—z=2—51—6+2z=—4—3z
x=T7+2u
Para A =3 el conjunto, S, de soluciones del sistema es: {y=-4-3u pueR
z=u

iii) Los vectores de S son de la forma (7+2p.~4=3u.p)
El que sea ortogonal al vector (1, 1, 2 ) debe cumplir:

(7+2u,-4-3u,1).(1,1,2)=0
T+2u—-4-3u+2u=0
“u+3=0 - u=-3

El vector buscadoes (1,5,—3)
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EJERCICIO B

PROBLEMA 2. Dado el plano definido por la ecuaciéon 7: 8x—4 y+z=3, hallar

a) La ecuacion de la recta perpendicular al plano Z que pasa por el punto P(1,-3,7), expresada como la interseccion de
dos planos. (I punto)

b) La distancia del punto P al plano 7. (0,8 puntos)

c¢) Las ecuaciones de los planos que distan 3 unidades del plano % . (1,5 puntos)

Solucion:

a) Como la recta debe ser perpendicular al plano, el vector ortogonal del plano serd director de la recta,
%

n, (8,~4,1)

Las ecuaciones paramétricas de la recta r serdn,
x=1+84

riay=-3-41 AeR
7=T+A

La ecuacion continua,
x—=1 _ y+3 z-7

8 -4 1
A partir de esta ecuacion obtenemos la de dos planos cuya interseccion serd la recta r,
x—1_y+3
8  —4 —4x+4=8y+24 —4x-8y =20
- -
x—1_ z-7 x—1=8z-56 x—8z=-55
8 -1
La ecuacion de la recta expresada como la interseccion de dos plano es: (simplificamos la 1° ecuacion)
x+2y=-5
r:
x—8z=-55

b)

AP = 8.1-4(-3)+7-3 [3+12+7-3 24 _24_8

\/82+(—4)2+12 _\/64+16+1 V81 9 3

c) Los planos que distan 3 unidades del plano & son paralelos a él, su ecuacion general serd de la forma:
8x-4y+z=D

Como los dos planos son paralelos d(7z Ty ) = d(Pﬂ_ T, )
Busquemos un punto del plano 7, x =0,y =0 luegoz =3

p-n__[p-0|_jp-1)
d(z,m)=d (P, m)=d((0,0.3), 1) = - -

- J64+16+1 /81 9

3-D|
Luego 3=——
3-D=27 — D=-24
3-D=-27 — D=30

Por lo que hay dos planos que distan 3 unidades del plano 7%, son los planos Sx—-4y+ z=-24
y 8x—-4y+ z=30

27=[3-D| -
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3. Un agente comercial consigue, por término medio, vender sus productos al 40% de los clientes que
visita. Selecciona al azar cinco de sus clientes para visitarlos cierto dia. Averigua razonadamente:

a) La probabilidad de que no venda sus productos a ninguno de esos cinco clientes. (/,/ puntos)

b) La probabilidad de que venda sus productos s6lo a dos de esos cinco clientes. (I, puntos)

c¢) La probabilidad de que venda sus productos sdlo a cuatro de esos cinco clientes. (/,1 puntos)

Solucion:
Definimos la siguiente variable, X = niimero de clientes, de los cinco, a los que vende su producto.
X es una variable aleatoria binomial de pardmetros n=5 y p=074. Esdecir X=B(5,04)

a) Suceso A = no vende su producto a ninguno de esos cinco clientes,

5
P(A)=P(X =0) = (0} 04° 06° = 00776

b) Suceso B = vende sus productos sélo a dos de esos cinco clientes,

5
P(B)=P(X =2)= (2] 04> 06’ = 5—24 04% 06> = 073456

c) Suceso C = vende sus productos solo a cuatro de esos cinco clientes,
5.4.3.2
4.3.2.1

5
P(C)=P(X =4)= ( 4J 04* 06' = 04* 06 = 00768
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EJERCICIO B
T 2
PROBLEMA 4. Calcular, razonadamente, el drea de la regién limitada por las curvas y=x" e y = 3
1+ x
Solucion:
Puntos de corte entre las dos curvas,
2
x? = 5
I+x
x2+x*=2

xt+xr-2=0
Resolvamos esta ecuacion por Ruffini,

101 0 -2

1 11 2 2
11 2 2 |0

-1 -10 -2
1 0 2 |

x> +2=0 no tiene raices reales
Ambas curvas se cortan en los puntos (1,1) y (-1,1)
y = x° es una pardbola; de la otra curva obtenemos otro punto, por ejemplo, ( 0, 2 ). La representacion grdfica serd:

El drea de la region limitada por las dos curvas el la zona verde, la obtendremos a partir de la siguiente integral
definida,

37! 3 13
A= I ( 2 Z—xzjdxz 2arctgx—x— = 2arctg]—]— - 2arctg(—])—( D =
3, 3 3

= ————2(—)+—:———+———:7z—§:2’474926

El drea pedida es (7{—%} u.a.
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