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Se desarrollan las dos opciones completas. En la prueba se debe contestar una opcidén entera.

Opcion A - Ejercicio A.1 - Sistema de cubiertos
Seant, cy s los niumeros de tenedores, cuchillos y cucharas. Traducimos las condiciones a ecuaciones:
t—c=2s+4 10,

2c¢+ 30 = 2t — 3s,
t+c+s=50.

De la primera, t — ¢ = 2s + 10. Al sustituir ¢t — ¢ en la segunda,
2t—¢c)—3s=30 = 2(2s+10)—3s=30 = s=10.
Entonces t — ¢ = 30, y la suma total da ¢ + ¢ = 40. Resolviendo estas dos ecuaciones,
t =35, c=>5.

El numero de juegos completos esta limitado por la cantidad menor de los tres cubiertos, que son los cuchillos.
Conclusion. Hay 10 cucharas y 35 tenedores, y se pueden formar 5 juegos completos.

Opcion A - Ejercicio A.2 - Funcion definida a trozos

La funcion es
@) = vi—z, xz<0,
S lVz+1, z>0.

a) Paridad y continuidad

Paraz >0, f(—z) = V1+ 2 = +a+1 = f(x); la misma igualdad se obtiene si z < 0. Por tanto, la funcion es
par. Las raices estan definidas en sus respectivos tramos, asi que el dominio es R.

En z = 0, comparamos los limites laterales y el valor:

lim fz)=1, f0)=1,  lim f(z)=1.

z—0~ z—0t

Coinciden, y en el resto de cada tramo las expresiones son continuas. Conclusién. f es par y continua en
todo R.

b) Derivabilidad y teorema de Rolle

En cada tramo derivamos usando la regla de la cadena:

1
—— <0,
f/(.f): 2\1/1—,@ 0
_— > 0.
el
Las derivadas laterales en 0 son ) )
FLO=-3  SOo=5

Como no coinciden, la funcion no es derivable en 0, aunque si lo es en los demas puntos de su dominio.

Para aplicar Rolle en [—2,2], la funcién debe ser continua en el intervalo cerrado, derivable en el intervalo
abierto y tener valores iguales en los extremos. Se cumplen la continuidad y la igualdad f(—2) = f(2) = V3,
pero falla la derivabilidad en z = 0 € (—2,2). Conclusién. No se puede aplicar el teorema de Rolle en [-2, 2].

¢) Area entre la graficay y = v/2

Los puntos de corte se obtienen resolviendo f(x) = v/2 en cada tramo:
Vi-z=V2(x<0)=z=—1, VZ+l=v2(@z>0)=2z=1
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En [—1,1], la recta horizontal esta por encima de la grafica. Ademas, f es par, asi que calculamos el area de
[0,1] y la duplicamos:

522/01(\/5—\/m> dx

1

=2 {\/ﬁx— ;(x+ 1)3/2]

0

:2<\f2—§(2f2—1)):432\@.

Conclusioén. El area encerrada es %ﬂ unidades cuadradas.

Opcion A - Ejercicio A.3 - Rayo laser y simetria
a) Incidencia del rayo y angulo
El rayo parte de P = (1,2,4) con direccion
PO=0—P=(23,0) —(1,2,4) = (1,1,-4).
Lo expresamos mediante un parametro ¢ > 0:
r: x=141, y=2+t, z =4 —4t.
Para hallar el punto de incidencia, sustituimos estas coordenadas en el plano:
(I+t)+22+t)+(4—4t)=1 = 9—t=1 =— t=8.

Asi, el punto de incidencia es I = (9,10, —28). El angulo de incidencia se mide entre el rayo y la normal al plano.
Un vector normal es 77 = (1,2,1), por lo que

07\%~ﬁ|7|1+2—4|7 1
PO||7|  VISVE  6v3

.7 _ _ 1 ~ o
Conclusién. I = (9,10, —28) y # = arc cos (m) ~ 84,48°.

b) Punto simétrico respecto del plano

El simétrico de O respecto del plano se obtiene restando dos veces la proyecciéon normal firmada. Para un
plano7i- X + D =0, la formula es

o _ o 204D

1712
Aquii=(1,2,1),D=-1,7-O+D=2+6—1="7Yy |ii||* = 6. Por tanto,
7 1 5 7
"= (2 — (1,2, =(—=,—2,—= ).
0'=(23.0) - 31,21 = (~3,-5.-7)
Conclusion. El punto buscado es P’ = (—3, -2, -1).

Opcion A - Ejercicio A.4 - Probabilidad

Los cuatro sucesos AN B, AN B, An By An B forman una particién del espacio muestral.

Wi~

a) Union, interseccion e independencia
De P(A) = P(AN B) + P(AN B), obtenemos

7 1 4 1
P(ANB)= — — - = — — — ==
(4N B) 12 3 12 12 4
La unidn es la disjunta unién de A con AN B:
— 7 5
P(AUB)_P(A)JFP(AHB)_E ﬁ_l'
Como P(ANB) = % > 0, los sucesos no son incompatibles. Para comprobar independencia calculamos
— 1 5 T2 7
P(B)=P(ANnB)+P(ANB)=-+4+ — = P(A)P(B):ﬁ-gzﬁ.

2

4 12 3

Este producto no esiguala P(ANB) = i Conclusién. P(AUB) =1, P(ANB) = i, y A, B no son incompatibles
ni independientes.
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b) Probabilidad de C

La probabilidad condicionada satisface P(A | C) = P(ANC)/P(C). Sip = P(C), el dato da P(ANC) = p/4.
Aplicando la férmula de la unién,

P(AUC) = P(A) + P(C) — P(ANC)

_ Ly, T
TR TPy TR Ty
Igualamos a 7/8:
sp_T_T_T7 _ 1
48 12 24 P= 13

Conclusién. P(C) = &.

Opcion B - Ejercicio B.1 - Sistema matricial

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada son

a 1 0 a 1 0| 3
A=|-1 a+1 -2, A= -1 a+1 -2|2a
1 a 2 1 a 2 1

Calculamos el determinante para localizar los valores singulares:
det A = 2a(2a + 1).

Sia#0,—1, entonces det A # 0; asi rg(A4) = rg(A4*) = 3, y el sistema es compatible determinado.

Caso a = 0. Las ecuaciones segunda y tercera tienen coeficientes que, al sumarse, reproducen los de la
primera, pero los términos independientes no son compatibles: la primera exige y = 3, mientras que la suma
de las otras dos da y = 1. Por tanto, rg(A) = 2 y rg(A*) = 3; el sistema es incompatible.

Caso a = —3. La tercera ecuacion es la opuesta de la segunda, incluidos sus términos independientes, y la
primera es independiente. Por tanto, rg(A) = rg(4*) = 2 < 3: el sistema es compatible indeterminado. La
primera ecuacion es —iz + y = 3; tomando z = ¢, la segunda determina y:

14 — 4t 10 — 8t
y — =

3 7 3

Conclusién. Es SCD sia #0,—1, Slsia =0y SClsia=—3. Paraa = —3, (z,y,2) = (1255, U4 4).

1
T =2y — 6, —x+§y—2t:—1

Opcion B - Ejercicio B.2 - Funcion a trozos
a) Dominio, continuidad y derivabilidad

Para z < 0, el denominador z? — 2 se anula en 2 = —+/2 (la raiz positiva no pertenece a este tramo). Para z > 0,
% 4+ 2 > 0. Por tanto,

Dy =R\ {-V2}.
En z = 0, ambos trozos tienden a 0, que también es el valor de la funcion; luego f es continua. Para la
derivabilidad comparamos las derivadas laterales:

2 2
, - x*—2—-22° 1
7-(0) = m"ﬂf (22 —2)2 2’
3z%(2% +2) — 22*
L(0)= i =0.
S+ ) a—0t (2 +2)2

Como no coinciden, no es derivable en 0; si lo es en los demas puntos de su dominio.

b) Asintotas

En = = —/2, el numerador no se anula y el denominador tiende a cero. Los limites laterales son

lim  f(z) = —o0, lim  f(z) =400,
x——V2" z——2"
asi que =z = —/2 es una asintota vertical.

Cuando z — —oo, se usa el primer tramo:

T
im ——=0
z——oc0 2 — 2 ’
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por lo que y = 0 es una asintota horizontal en ese extremo. Para z — +o0o0, usamos el segundo tramo:

a3 2z

Conclusién. En +co la asintota es la oblicua y = x; en —oo, la horizontal y = 0.

¢) Area con el eje X en [—1, 0]

En [-1,0], el numerador y el denominador de f(z) = =5 son ambos no positivos, de modo que f(z) > 0. El
area coincide con la integral:
0
X
S = —d
/;1 1'2 — 2 *

1 |
= [In|x2—2|] =—In2.
2 o, 2

Conclusion. El area es ; In2 unidades cuadradas.
Opcion B - Ejercicio B.3 - Rectas y triangulos
La recta r se escribe en forma paramétrica como
r: xT=t, y=t, z=1+41t,
con punto R = (0,0, 1) y vector director ¥ = (1,1, 1). La recta que pasa por Ay B tiene
AB=B - A= (-2,2,4) — (1,2,0) = (~3,0,4),
demodoque AB: x=1-3s, y=2, z=4s.
a) Posicion relativa y distancia
Los vectores directores no son proporcionales. Para comprobar si las rectas son coplanarias, tomamos
AR=R-A=(0-1,0-21-0)=(-1,-2,1)
y calculamos el producto mixto:
tap XU =(-3,0,4) x (1,1,1) = (—4,7,-3),

AR - (Tap x 0) = (=1,-2,1) - (—4,7,-3) = —13 # 0.

Las rectas no son coplanarias; como tampoco son paralelas, se cruzan. La distancia entre ellas es

AR - (iap x D) 13 13
[an x 4] VEP T (-3 VT

d

Conclusion. AB y r se cruzan y estan separadas una distancia \}%

b) Posible tercer vértice de un triangulo equilatero
Todo punto de r tiene la forma C = (¢,¢,1 + t). Como

|AB|? = (=3)% + 0% + 42 = 25,
un tridngulo equilatero exigiria |AC|? = |BC|? = 25. Calculamos:
JAC|2 = (t —1)2+ (t — 2)% + (t+ 1)% = 32 — 4t + 6,
IBOP = (t+2)2+(t—2)2+(t—3)2 =32 — 6t +17.
Para que AC = BC, igualamos sus cuadrados:

11
32 —4t4+6=3t>2—6t+17 — t:?

Pero entonces |[AC|?> = |BC|> = 22 +# 25. No se pueden cumplir simultdneamente las tres igualdades que
exige un triangulo equilatero. Conclusion. No existe ningun punto C € r que forme con A y B un tridngulo
equilatero.
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¢) Recta por A perpendicular a »
Buscamos el punto H € r tal que AH L r. Escribimos H = (t,¢,1 + t) e imponemos perpendicularidad:

ﬁ:H—A:(t—17t—27t+1)7

2
AH G=(t—-1)+{t-2+{t+1)=3t-2=0 — t==.
Asi, H = (2,%,2) y una direccion de la recta es AH = (—3,—3%,2), que se puede simplificar a (—1,-4,5). La

recta paramétrica pedida es
s: r=1-—u, y = 2 —4u, z=">5u, wue€elR.

Conclusion. La recta pedida es la anterior.

Opcion B - Ejercicio B.4 - Distribucion normal y binomial
a) Longitud entre 196 my 202 m

Sea X la longitud desenrollada; X ~ N(200,5), con media 200 m y desviacién tipica 5 m. Tipificamos los

extremos del intervalo:
_ 196 —200

202 — 2
- _ 2022200 oy

—0,8, z2 5 )

21

Por tanto,
P(196 < X <202) = P(—0,8< Z <0,4)

= P(Z <04) — P(Z < —0,8)
=0,6554 — (1 — 0,7881) = 0,4435.
Conclusion. La probabilidad pedida es 0,4435.
b) Dos 0 mas madejas inadmisibles

La longitud de una madeja es inadmisible si X < 195. Tipificando:

= P(Z < —1)=1-10,8413 = 0,1587.

195 — 200
p=PX < 195):P<Z< )

Sea Y el numero de madejas inadmisibles entre diez. Las extracciones son independientes y tienen la misma
probabilidad p, por lo que
Y ~ Binomial(10,0,1587).

“"Dos 0 mas" es el complementario de cero o una inadmisible:
PY>2)=1-PY =0)-P(Y =1)
=1-(1-p" - (1 )p(l -p)°
~ 0,4873.

Conclusion. La probabilidad de que haya dos o mas madejas inadmisibles es aproximadamente 0,4873.
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