PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Septiembre de 2003 - Convocatoria extraordinaria

Resolvemos los ocho problemas para que puedas estudiar el examen completo. En la prueba
se elige uno de los ejercicios y, dentro de él, tres problemas.

Ejercicio A - Problema 1

Sean
0 m 3 010
A=1|1 o0 —1 ,B=|1 0 0
5 1 —(m+1) 001

a) Valores de m para los que existe A1 y calculo de la inversa

Una matriz cuadrada es invertible exactamente cuando su determinante es distinto de cero.
Desarrollamos el determinante de A por la primera fila:

1 —1 1 0
det A=0-—
wa=0-ml oyl +3fs 3
=-—m(—(m+1)+5)+3
=m? —4m+3 = (m —1)(m — 3).

Por tanto, det A = 0 cuando m = 1 o m = 3. Asi que A es invertible para

m € R\ {1, 3}|

Para calcular la inversa usamos A1 = adj(A)/ det A. La matriz de cofactores es

1 m—4 1
C=|m2+m+3 -15 5m |, adj(4)=C".
—m 3 —-m

Luego, param # 1,3,

1 1 m24+m+3 —m
Al = —4 -1
m—1)m-3) |™ o 3
1 bm —m
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b) Matriz X cuando m = 0
Partimos de la ecuacion del enunciado y despejamos X:

B—AX=AB — AX=B—-AB — X =A"Y(B—- AB).

Al ponerm = 0,

0 0 3 VNI 5 10
Ay=11 0 -1 ,A(;lzg -4 -15 3|=|-35 -5 1
5 1 -1 1 0 O % 0 0

Calculamos primero el producto A B:

0 0 3
A B=10 1 -1
1 5 -1
Después restamos, entrada a entrada:
0 1 -3
B—-AB=\|1 -1 1
-1 -5 2
Por ultimo, multiplicamos por Aalz
% 1 0 0O 1 -3 1 —% 0
X=|-% -5 1 1 -1 1 |=||-6 -4
1 L SIF 1
1 0 0 1 -5 2 0o 1 -1

Ejercicio A - Problema 2

a) Funcion de coste y dominio

Llamamos & a uno de los lados del rectangulo, medido en metros. El area es 400 m2, asi que
el otro lado, y, cumple

400

Como ambos lados son longitudes, x > 0. El perimetro que hay que vallar es

P(w)=2w—|—2y=2w—|—8mﬂ.

Cada metro de valla cuesta 100 euros; por tanto, la funcién coste es

F(z) = 100P(z) = 100 (2;1; + Swﬂ) _ | 2004 4 30000

Dom(F) = (0,00)|.

-

T
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Asintotas de la funcion
Comprobamos primero la posible asintota vertical en £ = 0. Como el dominioes z > 0,
calculamos el limite por la derecha:

lim F(z) = +o0,

z—0t

asi que £ = 0 es una asintota vertical. Cuando x — +00,

lim (F(z)—200z) = lim 80000 _

r—r—+00 T——+00 €T

0,
por lo que la asintota oblicua es y = 200x. No hay asintota horizontal, ya que F(az) — +00
cuando £ — +00; el dominio no contiene valores negativos.

h) Valor de x que minimiza el coste
Derivamos la funcion y buscamos sus puntos criticos dentro del dominio:

80000  200(z — 20)(z + 20)
z2 x2

F'(z) = 200 — :
La ecuacion F'(z) = 0daz = 20 o x = —20, pero —20 no pertenece al dominio z > 0.
Como el unico punto critico del dominio es 20, probamos un valor a cada lado y evaluamos
el signo de la derivada:

Valorde x 0 10 20 30
Sustitucion en No esta definida: 80000 80000 80000 1000
200 — 8000 _ _goQ | 200 — 80990 _ | 200 — 80000 _ 1000
F'(z) 0 ¢ Dom(F) 10 20 30 s
Signo Fuera del dominio — 0 +
. No es extremo: Decrece en Punto Crece en
Comportamiento | 4'¢ Dom(F) (0, 20) critico (20, 00)

La funcién pasa de decrecer a crecer, de modo que £ = 20 da el minimo. El otro lado vale
400/20 = 20 m: la parcela debe ser cuadrada. El coste minimo es

80000
F(20) = 200 - 20 + — -~ = 4000 + 4000 =[8000 euros|
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Ejercicio A - Problema 3

Denotamos por  la nota de Filosofia y por ¥y la de Literatura. Completamos la tabla con los
cuadrados y los productos para que se vea de donde salen las sumas:

2 3|4|5 |6 ]| 7 |Suma
6| 7| 5| 8|4|8]| 4

Alumno: | 1
3

Literaturay; | S | 8 | 7| 7 | 9| 5| 5 46
9

Filosofia x;

z? 3649 |25|64 |16 | 64| 263
y? 2564|4949 |81 |25|25| 318
TiY; 15|48 |49 (35|72 |20| 40| 279

a) Medias y desviaciones tipicas
La media es la suma de las notas dividida por el numero de alumnos:

41 46
T — — & 5,857, = — = 6,571.
T=7 ==

Tomamos la desviacion tipica poblacional, es decir, dividimos entre los siete alumnos. Para
Filosofia:

1 _ Sz
FIED RS DL S

2 2
263 (A1\T_160 | 4VID ool
7 7 49 7

Para Literatura:

Zyi _
02=— ) (i — ) = = -7
318 (46) 110 V10 _
s . - T

7 7 49

b) Coeficiente de correlacion y significado
Usamos el coeficiente de Pearson. Calculamos primero las sumas centradas:

z; 412 160
T L )’

=9 - =
63 - 7
N (Zyz)2 46> _ 110
Syy—zyi =318 — T TE
(sz)(Zyi) 41-46 67

Sustituimos enr = Szy/\/m:
_ 67/7 67 eT/11
v/(160/7)(110/7) /17600 440

~ 0,505 |.
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¢) Por qué al quitar la dltima pareja la correlacion aumenta hasta 0.9
La pareja que se elimina es (8, 5). Al retirarla quedan seis alumnos y las sumas pasan a ser

En el apartado anterior obtuvimos r = 0,505: la relacién es positiva y moderada, pero no
muy marcada.

Y ;=383 ) yi=41, Y a7 =199, > 37 =293, > zy; = 239.

Con estos seis datos:

332 35 41> 77

27/2
re = 7/ :,/ﬂm 0,901 ~ 0,9].
V/(35/2)(77/6) 2695

La correlacién con los siete alumnos es aproximadamente 0,505, mientras que con los seis
primeros es 0,901, que se redondea a 0,9. La ultima pareja combina un 8 en Filosofia, por
encima de la media, con un 5 en Literatura, por debajo de la media. Sus desviaciones
respecto a las medias de los siete datos tienen signos opuestos:

41 46 15 11 165
(8‘7) (5‘7) —7(‘7) =T <0

Como ese producto es negativo, la pareja debilita la asociacion positiva. Al quitarla, los seis
puntos restantes siguen una tendencia ascendente mas uniforme y la correlacion sube.

33.41 27

6 2k

Por tanto,
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Ejercicio A - Problema 4
El punto es P = (3,2, 3) y la recta es la interseccion de los planos

m:z+3y—42=0, my:z+2y—2z=1.

a) Distancia del punto a la recta

Para escribir la recta en forma paramétrica, restamos las ecuaciones: y — 2z = —1.
Tomamos z = t; entonces y = —1 + 2t y, al sustituir en el segundo plano, € = 3 — 2t. Asi,
z=3—2t
ridy=—-1+2tteR, Q=(3,-1,0), 3= (-221).
z=1,

La distancia de un punto P a una recta que pasa por @ y tiene direccién v es

QP
spm = 10P %3
7]
—
Sustituimos QP = P — @ = (0,3, 3)
L, |k
QPx3=|0 3 3|=(-3-6,6),

-2 2 1

|QP x 3l = /(32 + (—6) + 62 = 9, 7] = /(—2)2 + 22 + 12 = 3.

Por tanto, |d(P,r) = 9/3 = 3|

h) Puntos de la recta a distancia \/3 dde P

Del apartado anterior, d = 3, asi que la distancia pedida es 3\/3. Un punto genérico de la
recta es

R(t) = (3 —2t,—1 + 2t,t).
Imponemos la distancia euclidea al cuadrado igual a (3\/3)2 = 45:
|R(t) — P||* = (—2t)* + (2t — 3)* + (t — 3)°
= 9t — 18t + 18 = 45.
Dividimos entre 9 y factorizamos:
t2-2t-3=0 < (t—3)(t+1)=0,
de modo que t = 3 ot = —1. Sustituyendo cada valor en la recta:

t=—-1=> M= (5-3,—1), t=3=> N = (-3,5,3).

M= (5,-3,—-1), N = (-3,5,3)]|.
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Ejercicio B - Problema 1
1 2 2 0
P=(5 3500 (6 3)

, a B\7' | (d -b\ . ,
Para una matriz 2 X 2, = e , siempre que el determinante no
c d W=\ —-c a

a) Matriz inversa de P

sea cero. Aqui,

-3 2
detP=1-3-2-2=—-1+#0, P—1=(23 1).

b) Hallar X si P~1XP = Q

Multiplicamos la igualdad por P a la izquierda y por P~1aladerecha:
PlXP=Q = X=PQP ..

Hacemos los productos por separado. Primero,

Pa=(; 3) (0 5)=(s o)
x=ear= (2 9(F 2)-|¢ )]

¢) Calcular (PQP~1)2

Como PQP~! = X, elevamos al cuadrado multiplicando X por si misma:

S

_ (6-6+(—2)-6 6-(—2)+(—2)-(—1))
\6-6+(=1)-6 6-(=2)+(=1)-(-1)

(24 -10
“(\30 -—-11/[

Luego,
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Ejercicio B - Problema 2

La curva es y = 22 — 4 y el intervalo es [—2, 2]. Sus intersecciones con el eje OX se

obtienen de 22 — 4 = 0, es decir, z = —2y & = 2. En el intervalo, la curva queda por
debajo del eje: por ejemplo, en & = 0,y = —4. Laregidn estaentrey =0y y = z2 — 4.
y
X
-2
Red\n S

a) Area de la region
El area entre dos curvas se obtiene integrando «funcién de arriba menos funcion de abajo».
Aqui esas funciones son 0y z? — 4, respectivamente. Una primitiva del integrando es

G(w)=4w—%3+0’:

S— / (& — ) dw—/ (4 - 22) da
-2 e

2
= 3? unidades?

b) Volumen al girar alrededor del eje OX

Al girar la regién alrededor de OX, cada seccién perpendicular al eje es un disco. Su radio
es la distancia desde el eje hasta la curva: R(z) = 4 — x2. La formula del volumen por
discoses V = Wng:B)2 dzx. Al expandir, el integrando es 16 — 822 + z*, cuya primitiva

es H(z) = 16z — & + £ + C:

2
V=7r/ (4 — z2)%dz
=

2
=7r/ (16 — 82> + z*) dz
—2

8z3 512
160 — = 4+ 2
|: ? 3 - 5 ]m=—2

256 256 5127 . 3
=T (? — (—1—5)) = 15 unidades
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Ejercicio B - Problema 3

Sea X el peso, en kilogramos, de un estudiante. El enunciado da media u = 68,5 kg y
desviacion tipica o = 10 kg. Al tipificar usamos

X —p
o

4 =

~ N(0,1).

a) Niumero esperado de estudiantes entre 48 kg y 71 kg
Convertimos los dos extremos a valores tipificados:

48 — 68,5 71 — 68,5
10 - 20 Em =

Con la tabla de la normal estandar, ®(0,25) = 0,5987 y $(—2,05) = 0,0202. Por
diferencia,

248 — = 0,25.

P(48 < X < T71) =0,5987 — 0,0202 = 0,5785.

De 500 estudiantes, el numero esperado es

500 - 0,5785 = 289,25 — |aproximadamente 289 estudiantes|.

b) Nimero esperado de estudiantes que pesan mas de 91 kg
Tipificamos 91:

91 — 68,5
10
La cola superior vale P(Z > 2,25) = 1 — ®(2,25) = 1 — 0,9878 = 0,0122. Por tanto,

291 — = 2,25

500 - 0,0122 = 6,1 — |aproximadamente 6 estudiantes|.

c) Probabilidad de que exactamente dos de cinco pesen mas de 75 kg

Primero calculamos la probabilidad de que un estudiante supere los 75 kg:

75 — 68,5
10

Consideramos «supera 75 kg» como éxito. Para cinco selecciones, la variable que cuenta los
éxitos sigue el modelo binomial Y ~ B(5, 0.2578) (la aproximacién habitual para una
muestra pequena frente a los 500 alumnos). La probabilidad de exactamente dos éxitos es

P =2) = (3)ra - »)

275 = — 0,65, p= P(X > 75) =1 — $(0,65) = 1 — 0,7422 = 0,2578.

= 10(0,2578)%(0,7422)3
~[0,2717].
El factor (g) = 10 cuenta las diez maneras de colocar los dos alumnos que superan 75 kg

entre los cinco. La formula binomial reune esos diez casos; un arbol completo tendria 32
caminos y no anade claridad aqui.
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Ejercicio B - Problema 4

a) Recta de interseccion de los planos
Para 7r, formamos dos vectores del plano y calculamos su normal:

— — — —
AB = (3,-3,0), AC = (1,-3,4), AB x AC = (—12,—12,-6) ~ (2,2,1).

Con este normal y el punto A, la ecuacion general de 7 es

2—0)+2(y—2)+(2—1)=0 = |7:2x+2y+2—-5=0|

Para 7', repetimos el célculo:

— — -
A'B' = (—1,1,-1), A'C" = (2,4, —4), A'B' x A'C

~

~

= (0,—6,—6) ~ (0,1,1).

Al usar A’, resulta

(y—0)+(2—2)=0 = |7 :y+2—2=0|

La direccion de la recta comun es perpendicular a los dos normales. Conn = (2,2,1) y
!
n' =(0,1,1):

= /!
v=nxn =(1,-2,2).
Buscamos un punto comun resolviendo las ecuaciones. Si tomamos £ = 1, entonces

y+2=2y242y+ 2= >5;deaquiy =1,z = 1. Por tanto, la recta en forma paramétrica
es

z=1+1,
r:cy=1-2tteR|
z=1+4 2t,

h) Angulo entre los planos
El angulo agudo entre planos es el formado por sus normales. Asi,

In-n'| 2-0+2-1+4+1-1| 3 1
Infl 0"l vV2Z¥ 22+ 1202+ 12412 3v2 V2
Como a es agudo y cos 45° = 1/\/5

Cosx =

a =45°|.

¢) Plano que contiene a r y es perpendicular a 7w

El normal buscado debe ser perpendicular al director ¥ de 7 y al normal n de 7. Lo
obtenemos con el producto vectorial:

ne =9 xn=(1,-2,2) x (2,2,1) = (—6,3,6) ~ (=2,1,2).
Como el plano pasa por (1,1, 1), usamos n, - ((z,y, 2) — (1,1,1)) = 0y desarrollamos:

2z-1D)+@wy-1)+2z2-1)=0 :—2z+y+22—1=0.
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