PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria de junio de 2004

Se desarrollan razonadamente las dos opciones del examen.

Opcion A - Ejercicio 1. Optimizacion del area de un triangulo

Sea b la base y [ cada uno de los lados iguales. El perimetro impone 2/ + b = 8, por lo que [ = (8 — b)/2. La
desigualdad triangular exige 0 < b < 4. La altura se obtiene aplicando Pitdgoras a la mitad del tridngulo:

2
h= 12—(127) e

Asi, el area que queremos maximizar, expresada en funciéon de una sola variable, es
bh
A(b):?:b\/zlfb, 0<b<4

Derivamos y buscamos los puntos criticos del dominio:

b _8-3 . 8
2WA—b 2/4—b 3

En los extremos del intervalo el drea tiende a cero; ademas, A’ es positiva si b < 8/3 y negativa si b > 8/3. Por
tanto, el punto critico da el maximo absoluto. La longitud de los lados iguales y la altura son

8—8/3 8 [~ 8 4
l=——=— h=24/4— - =—.
2 3’ 3 V3

Conclusién. El triangulo de drea maxima es equilatero: su base y sus lados miden 8/3, y su altura mide 4/+/3.

A(b)=Vi—b—

Opcion A - Ejercicio 2. Asintotas, extremos e integral

El denominador 4z2 + 1 es positivo para todo z, asi que el dominio es R y no puede haber asintotas verticales.
Como numerador y denominador tienen el mismo grado, el cociente de sus coeficientes principales da la
asintota horizontal y = 1.

4(42% — 1)

(422 +1)2°

El denominador es siempre positivo; el signo depende de 422 —1. La derivada se anula en x = +1/2: es positiva
fuera de ese intervalo y negativa dentro. Por ello hay un méximo absoluto en x = —1/2 y un minimo absoluto

enz=1/2.
(D) ()

Para la integral reescribimos la funcion como 1 — en el segundo término hacemos el cambio u = 422 +1,
cuya derivada es 8z:

@) =

4 .
4x2417
1

/olf(a:)dx: {x—;ln(4x2+l)] =1—%In5.

Conclusioén. La unica asintota es y = 1; el maximo es 2 en z = —1/2, el minimo es 0 en =z = 1/2 y la integral
vale1— 1In5.
2
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Opcion A - Ejercicio 3. Discusion de un sistema homogéneo

La matriz de coeficientes es

1—-a -2 4
A= 1 —(1+a) 1|, A*=(A]0).
-1 a -1

Al ser el sistema homogéneo, siempre es compatible. Calculamos
detA = —(a+3).
Si a # —3, el determinante no se anula y rg(A) = 3, asi que Rouché-Frobenius da un sistema compatible

determinado: la unica solucion es (0,0,0).
Para a = —3, el menor de las dos primeras filas y las columnas z, y vale

4 =2
1 2

’:10;&07

por lo que rg(A) = 2. La tercera fila es combinacion de las dos primeras y rg(A*) = 2. Como ese rango es
menor que las tres incognitas, el sistema es compatible indeterminado. Resolviendo se obtieney =0y z = —=.

(x,y,2) =t(-1,0,1), teR.

Conclusioén. Para a # —3 la solucion es solo la trivial; para a = —3 hay infinitas soluciones, dadas por la familia
anterior.

Opcidn A - Ejercicio 4. Posiciones relativas y distancia

La recta tiene punto P = (2,1,4) y vector director d = (—3,2, —1). Los vectores normales de los planos son
ﬁl = (737 27 71) y ﬁQ = (27 27 72)

a) Para 7y, el producto d ity =14 # 0, asi que la recta la corta. Para s, d-iis = —6+4+2 =0, de modo que es
paralela o esta contenida. Al sustituir P en 2z + 2y — 2z + 3 = 0 resulta 1 # 0; por tanto, es paralela y exterior.
b) Los normales no son proporcionales, asi que los planos se cortan en una recta.

¢) Como r es paralela a m,, la distancia entre ambos es la distancia de cualquier punto de r al plano. Usamos

A B C D

dU%ﬂﬁ:=| zp + Byp + Czp + y
A2+B2+C’2

ConP=(2,1,4)ym:2x+2y—22+3=0,

d(m)7|4+2—8+3|7 1
T It At 4 23

Conclusion. r corta a m;, es paralela exterior a 7»; los planos se cortan y d(r, m2) = 1/(2v/3).
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Opcion B - Ejercicio 1. Inversa y ecuacion matricial

Se dan
1 0 0 1 0 O
A=(-3 1 -1/, B=[0 -1 0
5 -1 2 0 0 0

Como A es triangular por bloques, su determinante es 1y es invertible. Para resolver AX A” = B multiplicamos
por A~! por la izquierda y por (A7)~ = (A=1)T por la derecha:

X =A"'BAHT.

La inversa de A es

1 0 0
At=1 2 1
-2 1 1
Primero,
1 0 O
A7'B=|1 -2 0],
-2 -1 0
y, al multiplicar por (A=1)7,
1 1 =2
X=11 -3 —4
-2 -4 3
1 1 -2
Conclusién. La matriz que cumple la ecuaciones X = | 1 -3 —4
-2 -4 3

Opcion B - Ejercicio 2. Sistemas compatibles con ecuaciones dependientes

a) Las ecuaciones =z + 2y = 1y 3z — y = 2 tienen solucion (z,y) = (5/7,1/7). Una tercera ecuacion com-
patible puede ser cualquier combinacién lineal de las dos primeras con el mismo calculo en los términos
independientes. Sumandolas se obtiene

dr +y = 3.
No coincide con ninguna de las dos ecuaciones iniciales y conserva la solucién comun.
b) Sumamos las dos ecuaciones dadas:

2e4+2y—2)+(z+y+22)=141 = 3z+3y+z=2.

La ecuacion resultante es distinta de las dos iniciales, pero no aumenta el rango de la matriz ampliada. Las
dos primeras ecuaciones son independientes, asi que el rango es 2 < 3 incégnitas. Conclusion. Una eleccion
validaes 4z +y=3ena),y3z+3y+2z=2enb); el segundo sistema es compatible indeterminado.
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Opcion B - Ejercicio 3. Posicion relativa de tres planos

La matriz de coeficientes y la ampliada son

2 3 &k 2 3 k 3
A=|1 k -1, A=[1 k -1 -1
3 1 -3 3 1 -3 —k

Su determinante es —(k + 2)(3k — 1). Para k # —2,1/3, el rango de A es 3 y los tres planos tienen un unico
punto comun.

En los valores singulares, el menor

2 3
1 k

‘21{:3

vale —7sik=-2y —7/3sik=1/3, porlo que rg(4A) = 2 en ambos casos. Si k = —2, la tercera fila de A* es la
suma de las dos primeras; los rangos ampliado y de coeficientes son ambos 2. Asi, los planos contienen una
recta comun. Resolviendo dos ecuaciones independientes:

35
==,z t(1,0,1).
@)= (2.2.0) + a0

Sik =1/3, el menor de A* formado por las columnas z,y y la ampliada es

2 3 3
1 1/3 -1 :7%7&0.
3 1 -1/3

Por tanto rg(A4*) = 3 > rg(A) = 2: no existe punto comun. Cada pareja de planos si se corta en una recta, y
esas rectas son paralelas entre si. Conclusion. Hay un punto comun si k # —2,1/3; para k = —2 comparten la
recta indicada; para k = 1/3 no tienen punto comun. Un vector director de la recta comun es (1,0, 1).

Opcion B - Ejercicio 4. Tangente y distancias

Como f(r) = 1 — 22, la pendiente de la tangente en P(a,1 — a?) es f'(a) = —2a. La ecuacién punto-pendiente
queda
y— (1 —a*) = —2a(z — a), es decir, y=1+a*—2ax.

b) Al hacer = = 0 se obtiene el corte vertical A = (0,1 + a?). Al hacer y = 0 se obtiene el corte horizontal
B = ((1+a?)/(2a),0).
c) Como 0 < a < 1, las distancias son

PA =/a? + (2a?)? = a/1 + 4a?,
1-—a2\? 1—a?
PB = 5 +(1—-a?)?= V' 1+ 4a?.
a

2a

La condicion PA = 2PB, tras cancelar el factor positivo comun, da a = (1 — a?)/a, luego 2a? = 1. La solucion
pertenece al intervalo pedido. Conclusion. a = 1/v/2.
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