PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Julio de 2022 - Convocatoria extraordinaria

El examen permite escoger tres problemas de los seis propuestos. Para que puedas estudiar todos los métodos, aqui
estan resueltos los seis. En cada apartado primero se indica la idea matematica y después se aplican los datos del
enunciado paso a paso.

Problema 1. Discusion de un sistema con parametro

Estudiaremos el numero de soluciones segun el valor de a. Para ello usamos el teorema de Rouché-Frobenius: el
sistema tiene solucién si y solo sirg(A) = rg(A*); si ambos rangos coinciden con el numero de incégnitas hay una
Unica solucion, y si coinciden pero son menores hay infinitas.

El sistema y sus matrices son

ar+y=1, a 1 0 a 1 0 1
r+2z=1, A=1[1 0 1 ,A*=11 0 1 1
z+ay+(a—1)z=a, 1 a a-1 1 a a—1 a

Calculamos primero el determinante de A. Si no es cero, las tres filas son independientes y el rango es 3:
0 1 1 1
detA=a ‘—‘ ‘z—az—(a—2)=—(a—1)(a+2).

1 a—-1
Por tanto, det A # 0 cuando a # 1y a # —2. En esos casos rg(A) = 3, y también rg(A*) = 3, porque A es una
submatriz de A* y esta solo tiene tres filas. Por Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado (SCD).

Para hallar la solucién, de la segunda ecuacion z =1 — z, y de la primera y = 1 — az. Sustituimos ambas expresiones
en la tercera:

a a—1

z+a(l—azx)+(a—1)(1—-2)=a=— —(a—1)(a+2)z=—(a—1).
Como en este caso a # 1, —2, podemos dividir por —(a — 1)(a + 2):
1 1 2 1 a+1

— =1— E :1— = .
=y Y %%e+2 at+2 ° a+2 a+2

Asi, para a # 1, —2, la solucion Unica es

(m,y,z):( 1 2 a-l—l)

a+2’a+2" a+2

Estudiamos ahora los dos valores que anulan el determinante.
Caso g = 1. La matriz de coeficientes queda

1 10

Ai=11 0 1

1 10

Las filas primera y tercera son iguales, asi que rg(Al) < 2. El menor de orden 2 formado por las dos primeras filas y
las columnas de x, y vale

11
o

10

por lo que rg(Al) = 2. En la ampliada, las filas primera y tercera siguen siendo iguales, y el mismo menor no nulo
demuestra que rg(A}) = 2. Los rangos coinciden, pero son menores que el numero de incognitas (3): el sistema es
compatible indeterminado (SCI).

Las dos ecuaciones distintas sonz +y =1y x + 2 = 1. Tomando z = ¢, cont € R, obtenemos

[(z,9,2) = (4,1 —t,1 1), teR/]

Casoa = —2. Las filas de la matriz de coeficientes son
F = (—2, 1,0), F5 = (1,0, 1), F3 = (1, -2, —3), F3 = —2F| — 3F5.

Las dos primeras filas son independientes, luego rg(A_z) = 2. Sin embargo, la misma combinacion aplicada a los
términos independientes daria —2 + 1 — 3 - 1 = —5, y el tercer término independiente es —2. La dependencia no se
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conserva en la ampliada. Lo verificamos con un menor de orden 3 de A’i2, usando las columnas de x, ¥y y la columna
de términos independientes:

2 1 1
1 0 1|=-3#0.
1 -2 -2

Asi, rg(A*,) = 3 #2 =rg(A_3), y el sistema es incompatible (Sl), sin solucion.
En conclusién: hay una solucién si @ # 1, —2; infinitas soluciones sia = 1; y ninguna solucién sia = —2.

Problema 2. Inversa, potencias y determinante

La matriz del enunciado es
a+b 1
A= .
( 0 a— b)

a) Determinacion de @ y b. Para que exista la inversa, el determinante debe ser distinto de cero. La férmula de la
inversa de una matriz 2 X 2 da

det A = (a+b)(a — b) = a® — b?,

1 1
qi__ 1 (a-b -1)_|a+bd “(a+b)(a—b)
a2—-b2\ 0 a+bd 0 1

a—>b

El enunciado pide que

~\o 1)

Igualando las entradas de la diagonal, 1/(a +b) =1y 1/(a — b) = 1, resulta
a+b=1,a—-b=1.

Sumando las ecuaciones: 2a = 2, luego a = 1. Al sustituir, b = 0. La entrada restante también coincide, pues

—1/((1)(1)) = —1. Por tanto,
a=1,b6=0, A= ((1] i)

b) Potencias de la matriz obtenida. Multiplicamos las matrices de forma sucesiva:

wens=( )6 -0 )
A [ RO PR S TR

01
Engeneral, siN=A— 1= (0 O)' entonces N2 = 0. Por el desarrollo binomial, (I+N)"=I+nN,asique

01

c) Determinante de la potencia inversa. Para una matriz invertible se cumple det(A~5) = (det A) 5. Por tanto, con
los parametros antes de sustituir,

n 1 n
A" = para los exponentes naturales.

1
(a2 — b2)5’ a

Para los valores hallados en el apartado a), a = 1,b = 0, queda

det(A7%) = 2_p2#£0.

_ 1
det(A 5) = m =1
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Problema 3. Rectas, plano y distancia

Trabajamos en coordenadas cartesianas. Una recta se escribird en forma paramétrica; un plano, en forma general
Az + By+Cz+ D =0.

a) Plano que contiene a s y es paralelo a 7. La recta r pasa por A = (2,0,0) y B = (0,1, 0). Su vector director se
obtiene restando los puntos:

N —
d, = AB=B— A= (-2,1,0).

Por tanto, la ecuacion paramétrica es

Ir: (z,9,2) = (2,0,0) + A\(-2,1,0), AR,

esdecinz=2—-2\, y= A, 2=0.
En la recta g, igualamos las expresiones a un parametro ¢:

z—1 y-1

2~ 3 =z=1t.

De aqui se leen el punto P = (1, 1, O) y el vector director Js = (2, 3, 1), y su forma paramétrica es

5: (2,9,2) = (1,1,0) +#(2,3,1), t e R.|

- —
El plano buscado contiene las direcciones dg y d,. Un vector normal se obtiene mediante el producto vectorial:

- -

i=d,xd,= = (-1,-2,8).

U
= QO S
S = K

-2
Usamos la ecuacién punto-normal del plano, con punto P:
—1(x—1)-2(y—1)+8(2z-0)=0=z+2y—82—3=0.

Asi, en forma general,

|7r::1:—|—2y—82—3:0.

b) Distancia de A a la recta s. La distancia de un punto A a una recta que pasa por P con vector director d; es el area
— - -
del paralelogramo generado por PA y d,, dividida entre la longitud de la base d,:

_> o
PA x d,

A=

—
AquiPA=A— P = (1,-1,0), por lo que

— o
PAxd,=(1,-1,0) x (2,3,1) = (-1,-1,5),
I(=1,-1,5) = vVI+1+25=3V3, ||(2,3,1)| =vV4+9+1=+14

En consecuencia,

3V3 3
d(A.s) = X2 — =
( ,8) \/ﬂ s 14

Problema 4. Proyeccion ortogonal y area de un triangulo

El plano es  : 2& 4 2y + z = 3, asi que un vector normal es 7. = (2,2, 1). La recta perpendicular al plano que pasa
por B = (3,2, 3) tiene como direccion ese vector normal:

(z,,2) = (3,2,3) +(2,2,1), t € R.|

El punto de corte de esta recta con el plano es el pie C de la perpendicular. Sustituimos
r=3+2t, y=242t, 2= 3 + £ en la ecuacion general del plano:
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10
2(3+2t)+2(2+2t)+(3+t)=3:13+9t=3=t=—?.

Luego

10 7T 2 17
02(3,2,3)—?(2,2,1)2 (6,—6, ?> .

— —
Para el drea de un triangulo usamos S = 1 ||AB x AC||. Con A = (2,1, —2), calculamos por separado:

— N
AB=B-A=(1,1,5), AC=C-A= (_%’_%’39_5)'

Entonces

AB x AC =

9 "9 "9 9
Sumédulo es 4/10% + (—10)2 = 10v/2. Por tanto,

Sapc = % - 10v2 = 5v/2 unidades cuadradas.

— —
(35 % —§,0)=(10,—10,0).

Problema 5. Primitiva, integral definida y parametro
a) Integral indefinida. El integrando esta definido cuando el denominador no es cero. Factorizamos:

z? -5z — 14 = (¢ — 7)(z + 2),
asi que el dominio es R \ {—2, 7}. Para integrar, descomponemos en fracciones simples:

18 __A B
(-7 (z+2) =zz-7 z+2

Al multiplicar por (z — 7)(z + 2), queda 18 = A(z + 2) + B(z — 7). Tomando & = 7, resulta A = 2; tomando
z = —2, resulta B = —2. Integramos término a término usando [dz/(z —¢) =In|z — c| + C-

18 2 2
/w2—5w—14 z /(m—7 m+2)dw n|z— 17| nlz+2|+C

Por tanto, una primitiva es

[2In|z— 7| —2In|z+ 2|+ C, z € (—00,—2), (=2,7) 0 (7,00).|

t 18

2
g £?—bxr—14
x > 8 > 7. Aplicamos el teorema fundamental del calculo y evaluamos la primitiva en los dos extremos:

b) Calculo de I(t) = dzx, parat > 8. En todo el intervalo [8, ¢], el denominador no se anula, pues

I(t) = 2In|z — 7| — 2ln|z + 2|5 = (2In(t — 7) — 2In(t + 2)) — (2In1 — 21n10).

ComolIn1 = 0, simplificamos:

t— 17 10(t — 7)
I(t) =2In| —— 2In10 =2In | —— .
(¢) n(t+2)+ n10 n( 12 ),t>8

c) Valor de t para el que I(t) = In(25/4). Sustituimos la expresion hallada y usamos que los argumentos de los
logaritmos son positivos porque t > 8:

o (57 () o ().

Dividimos entre 2 y aplicamos que el logaritmo es inyectivo:
10t -7 5
t(+2_) =5 = 20(t — 7) = 5(t + 2) = 15t = 150 =t = 10.

El valor cumple la condicion ¢ > 8, asi que la respuesta es |t = 10|.
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Problema 6. Area maxima de un rectangulo

2
La curva es f(:c) = e~ %", y el punto de la curva que fija el vértice superior derecho del rectangulo tiene abscisa > 0.

La funcion exponencial esta definida para todo exponente real y —z2 existe para todo & € R; por tanto, el dominio de
f es R. En este problema, ademas, la condicion geométrica restringe la eleccién a ¢ > 0.

, ) . g? . , , L
La base del rectangulo mide z y su altura mide f(x) = e~®". Por la formula area = base - altura, el area en funcion
dexes

2
A(z) =ze ™, z > 0.
Buscamos sus puntos criticos derivando con la regla del producto y la regla de la cadena:
2 2 2
Alx)=1-e% +z-e%(—22) =e* (1 —222).

g2 .
Como e™® > 0 para todo real, la derivada se anula exactamente cuando

1
1—2:1;2=0=>a:2=5=>:1;=

§|,_‘
X

donde elegimos la raiz positiva porque el dominio geométrico es > 0.

Comprobamos el signo de la derivada en un valor de prueba de cada intervalo. Como el factor e_zz siempre es
positivo, basta con estudiar el signo de 1 — 222
Intervalo | Valor de prueba en (1 — 2z2) | Signo de A'(z) y comportamiento
0<z<1/vV2|z=1/2:1-2(1/2)%=1/2 + (creciente)
x>1/v2 z=1:1-2(1)%=-1 — (decreciente)

La derivada cambia de positiva a negativa, asi que en € = 1/\/5 hay un maximo. Ademas, comprobamos los extremos
del dominio:

. _g? . g2
lim ze ™ =0, lim xe ™™ =0,
z—0t z—+00

pues la exponencial decrece mas rapidamente que el factor lineal crece. Asi, el maximo hallado es también el maximo
absoluto para z > 0.

La altura en ese punto y el area maxima son, respectivamente,

1 1 1 1
f(—) =€_1/2 = Amax ===
V2 Ve V2 e

Por tanto, el vértice indicado y el area maxima quedan

unidades cuadradas.

= () =
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