
Matemáticas II   Junio 2004 

 
EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales 









=−+

=−+

=+−

622

332

zyx

yx

zyx

λ

λλ

λ

 
con λ  parámetro real, se pide: 

a) Determinar razonadamente para qué valores de λ es compatible determinado, compatible indeterminado e 

incompatible. (1,3 puntos) 

b) Hallar el conjunto de las soluciones del sistema para el caso compatible determinado. (1 punto) 

c) Hallar el conjunto de las soluciones del sistema para el caso compatible indeterminado. (1 punto) 

 

Solución: 

a) La matriz ampliada de este sistema es 
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Tanto la matriz de coeficientes (A) como la ampliada A´ tienen como rango máximo 3; empezamos estudiando el rango 

de A. 

62424

22

12

111
22 −−=−+−++−=

−

−

−

λλλλλ

λ

λ  

Veamos para que valores del parámetro el determinante es nulo, resolvemos la ecuación 
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Para 23 −≠≠ λλ y   hay un menor de orden 3 no nulo, 

luego rang(A) = rang(A´) = 3  =  nº de incognitas 

Sistema compatible determinado  

 

Para 

3=λ   

el menor de orden 3 de A es nulo, el rango de A será como máximo 2, estudiemos los rangos  

de A y A´  
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luego rang(A)=2 y el rang(A´) será 

al menos 2. 
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En esta matriz se observa que F2 – F3 = F1 

por lo que rang (A´) = 2 

 luego rang(A) = rang(A´) = 2  < nº de incognitas 

Sistema compatible indeterminado 

 

Para 
2−=λ   

igual que en el caso anterior el menor de orden 3 de A es nulo. Estudiemos los rangos de A y A´.  

 
















−−

−−

−

=

222

122

111

A   
Estudiemos 

el siguiente 

menor de A 

0121
12

11
≠=+−=

−−
 

luego 

rang(A)=2 

y el 

rang(A´) 

será al 

menos 2. 
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orlando el 

menor 

anterior 

con la 4ª 

columna y 

3ª fila 
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luego 

rang(A´)=3 

 luego rang(A)=2  y rang(A´)=3, es decir  rang(A) ≠ rang(A´) 

Sistema incompatible 

 

En resumen,  para  2−=λ    Sistema Incompatible, 

 para  3=λ     Sistema Compatible Indeterminado, 

 para  23 −≠≠ λλ y   Sistema Compatible Determinado. 

  

 

b) Para  23 −≠≠ λλ y   Sistema Compatible Determinado. 
 

Lo resolvemos por Cramer, A  ya lo calculamos en el apartado a) 62 −−= λλA  
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En los cálculo anteriores como 23 −≠≠ λλ y   podemos simplificar por 23 +− λλ y  

 

 
Para  23 −≠≠ λλ y   la solución del sistema es  2
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c) Para  3=λ     Sistema Compatible Indeterminado. 

Para este valor de λ , del menor de orden 2 no nulo obtenido en el apartado a) escogemos las ecuaciones e incógnitas 

principales, es decir, tomamos la 1ª y 2ª ecuación: 

 x – y + z = 3 

 3 x + 2 y – z = 9 

las incógnitas principales son  x  e  y, pasamos z al término independiente y el sistema a resolver es, 
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el determinante de la matriz de coeficientes es 5, calculado en el apartado a), obtenemos las 

soluciones por Cramer, 
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Matemáticas II   Junio 2004 

 
EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 2. Dados los planos π1 : x + y + z = -5 ,   π2 : x – 3 y - z = 3  y la recta ,
23
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se pide: 

a) Determinar razonadamente la posición relativa de la recta  r  y la recta  s  intersección de los planos π1     y    

π2 . (1,7 puntos) 

b) Obtener razonadamente la ecuación del plano que contiene a la recta  s  anterior y es paralelo a  r. (1,6 puntos) 

 

Solución: 

a) 

La recta s es de 

ecuación 

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, calculemos su forma paramétrica. Considerando el menor formado 

por las incógnitas   x     z 
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sustituyendo en la 1ª ecuación:  – 1 + y + z = – 5 – y ; despejando z,   z =  – 4 – 2 y 

 

La ecuación de la recta s será ℜ∈








−−=

=

+−=

λ

λ

λ

λ

24

1

z

y

x

 y de ella conocemos 
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la ecuación de la recta r es 
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Para estudiar la posición relativa de las rectas  r  y  s hay que estudiar el rango de la matriz  
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Por lo tanto las rectas   r  y  s  se cruzan. 

 

 

 

b) Ecuación del plano que contiene a la recta  s  y es paralelo a la recta  r. El plano que buscamos lo podemos calcular 

de dos formas diferentes. 

 

1ª forma. 

De la recta s, como calculamos en el apartado anterior, conocemos un punto y un vector director;  

el plano buscado, π , contiene a la recta s luego ss vyP
r

 serán un punto y un vector director de π  

Como π  debe ser paralelo a la recta  r  el otro vector director de π  será el de  r. 

Del plano π  conocemos 
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Calculemos la ecuación general del plano, 
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 Solución 01268: =++− zyxπ  

 

 

2ª forma. 

El haz de planos que contienen la recta  s  es 

ℜ∈=−−−++++ λλ 0)33()5( zyxzyx  

Efectuando operaciones, 

ℜ∈=−+−+−++ λλλλλ 035)1()31()1( zyx  

El plano π  que buscamos será uno de los anteriores. 

 

El vector ortogonal al plano anterior es ℜ∈−−+ λλλλ )1,31,1(nv
r

 
 

Como el plano π  debe ser paralelo a la recta r, se cumplirá que 0. =→⊥ rnrn vvvv
rrrr
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La ecuación del plano buscado será: 
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 Solución 01268: =++− zyxπ  
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Matemáticas II   Junio 2004 

 
EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 3. Encontrar razonadamente el punto de la curva 
21
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en el que la recta tangente a la 

curva tiene pendiente máxima y calcular el valor de esta pendiente. (3,3 puntos) 

 

Solución: 

La pendiente de la recta tangente a la curva 
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en cualquier punto de ella se obtiene calculando y´ 
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, queremos que sea máxima, debe ser m´ = 0   y  m´´ < 0. 

Calculemos  m´  y   m´´ 
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En conclusión, el punto de curva 
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en que la recta tangente a ella tiene pendiente máxima es 
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y esta pendiente es  .
8

33  

 

Clases de preparación para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Matemáticas, Física y Química  tuprofealrescate.com



Matemáticas II   Junio 2004 

 
EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 4.1. En un plano, el trazado de una carretera discurre según la ecuación ,
4
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siendo un    

río el eje OX. En el terreno entre el río y la carretera hay un pinar. Si expresamos las distancias en kilómetros, ¿cuánto 

vale el pinar si la hectárea se paga a 60 euros? 

 

Solución: 

Como ,
4
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x
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es una parábola, hacemos una representación gráfica aproximada. 

Calculamos los puntos de corte con el eje OX 

404

0
0)4(

04

0
4
2

2

=→=−

=

→=−

=−

=−

xx

x
xx

xx

x
x

 

La representación gráfica será, 

 
El terreno en que está el pinar será la zona sombreada del gráfico. Calculemos el área del pinar, como las distancias 

están en Km, las unidades del área son Km
2
, 

2
23

4

0

234

0

2

3

8

3

8

3

2416
8

3

16

2

16

12

64

2

4

12

4

2124
Km

xx
dxx

x
A =

−
=

−
=−=−=−=












−=












= ∫  

 

Expresemos el área del pinar en hectáreas. 1 área = 1 dam
2
, 1 hectárea = 100 áreas = 100 dam

2
. 
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Solución: el pinar vale 16000 €. 

Clases de preparación para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Matemáticas, Física y Química  tuprofealrescate.com



Matemáticas II   Junio 2004 

 
EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 4.2. La media de las calificaciones globales obtenidas por 10 alumnos fue 6,8 puntos y sus horas de estudio 

totales sumaron 120. Si  x  representa las horas de estudio de cada estudiante e  y  su calificación, el coeficiente de 

correlación entre x e y es 0,8. Sabiendo que la desviación típica de x coincide con la de y, explicar, razonadamente, cómo 

se obtiene la recta de regresión de y sobre x (2 puntos) y calcularla (1,3 puntos). 

 

Solución: 

La recta de regresión de y sobre x es )(
2

xxyy

x

yx
−=−

σ

σ
 x: horas de estudio 

y: calificación 

 

De los datos del problema yxxy σσρ ===== 8́010
12
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8́6  

 

El coeficiente de correlación se calcula mediante la expresión: 
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σ
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Por lo tanto la recta de regresión será:   y – 6´8 = 0´8 ( x – 12 ) 
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EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 1. Determina el valor real de  x  para que se cumpla la siguiente propiedad:  

el determinante de la matriz 2B es 160, siendo B = 
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(3,3 puntos). 

 

Solución: 

En la matriz  2B todos los elementos de la matriz  B  están multiplicados por 2, es decir, cada uno de los elementos de las 

filas (o columnas) de la matriz  B  está multiplicado por 2. B e una matriz  3x3, por la propiedad de los determinantes 

que nos dice que si multiplicamos los elementos de una fila (o columna) de una matriz por un número el determinante de 

esa matriz queda multiplicado por ese número obtenemos: 

 

BBB 82.2.22 ==  
 

Calculemos el determinante de B, 
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desarrollando 

por la regla 

de Sarrus 

= 8x + (x+1)(2-x
2
) + 6x – 4x - 2x (2-x

2
) – 6 (x+1) = 

= 8x + 2x + 2 - x
3 
- x

2 
+ 6x – 4x – 4x + 2x

3 
– 6x - 6 = 

= x
3
 – x

2
 + 2x – 4  

 

Por lo tanto, )42(82 23
−+−= xxxB  

La ecuación a resolver será   8 (x
3
 – x

2
 +2 x – 4) =160, 

 

x
3
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2
 + 2 x – 4 = 20 

 

x
3
 – x

2
 +2 x – 24 = 0 , buscamos sus raíces por Ruffini, 
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x = 3 es una solución,  

resolvemos la ecuación 

x
2
 + 2 x + 8 = 0 2
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que no tiene  

soluciones reales. 

 

Por lo tanto, el valor real de x que cumple la propiedad del enunciado es  3. 
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EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 2. Se consideran la recta  r: (x, y, z) = (t + 1, 2 t, 3 t), el plano  π: x – 2 y – z = 0  y el punto P = (1, 1, 1). Se 

pide 

a) Determinar la ecuación del plano π1 que pasa por el punto P y es paralelo al plano π (0,9 puntos). 

b) Determinar la ecuación del plano π2 que contiene a la recta  r  y pasa por el punto P (1,2 puntos). 

c) Calcular la ecuación paramétrica de la recta intersección de los planos anteriores, π1 y π2 (1,2 puntos). 

 

Solución: 

a) Como el plano   1π  debe ser paralelo a :1ππ ⇒  x – 2 y – z + D = 0  

 

Como ⇒∈ 1πP  1 – 2 . 1 – 1 + D = 0;   - 2 + D = 0;   D = 2; luego 022:1 =+−− zyxπ  

 

 

b) De la recta r conocemos: Punto Pr(1,0,0) y vector director    )3,2,1(rv
r

. Obtenemos el vector 

2)1,1,0( πdedirectorseráquePP r

→

 

Del plano 2π  conocemos: un punto P(1,1,1) y los vectores directores 
rr PPyv

→r
 

La ecuación general de este plano será, 

0

131

121

011

=

−

−

−

z

y

x

 desarrollando por la primera columna, 0
12

01
)1(

13

01
)1(

13

12
)1( =−+−−− zyx  

( x – 1 ) (-1) - ( y - 1) 1 + ( z – 1 ) 1 = 0 

- x + 1 – y + 1 + z – 1 = 0 

- x – y + z + 1 = 0 

x + y – z – 1 = 0 

 

Solución 01:2 =−−+ zyxπ  

 

 

c) La recta intersección de   21 ππ y  será 




=−−+

=+−−

01

022
2

zyx

zyx
r  

Para encontrar las ecuaciones paramétricas de esta recta resolvemos el sistema anterior, 

como el 

menor 
0321

11

2
≠=+=

−1
 

podemos considerar como incógnitas principales  x  e  y. El sistema a 

resolver es, 

1
3

3

3

21

3

11

21
3

3

3

222

3

11

22

1

22

==
+−+

=
+

−

=

==
++−

=
+

−−

=





+=+

−=−

zzz

z

y

z
zzzz

z

x

zyx

zyx
 

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de esta recta son: ℜ∈









=

=

=

λ

λ

λ

z

y

x

1  
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EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 3. Hallar todos los valores reales  z  tales que ∫ =
−−

−
z

dx
xx

0

2
25ln

152

16
 (3,3 puntos). 

 

Solución: 

Estudiamos la continuidad de la función integrando, 
152

16
2

−−

−
=

xx
y  

{ }5,3
152

16

3

5

2

82

2

6042

0152

2

2

1

2

−−ℜ
−−

−
=

−=

=
=

±
=

+±
=

=−−

encontinuaes
xx

yLuego

x

x
x

xx

 

En primer lugar calculamos la integral indefinida, descomponemos el integrando en suma de dos fracciones 

C
x

x
LnCxLnxLn

CxLnxLndx
x

dx
x

dx
xx

dx
xx

BBecuaciónendosustituyen

AA
BA

BA

BA

BA
BAxBA

xBxA

xx
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x

B

x

A
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
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+
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−
=









+
+

−

−
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−−

−
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
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−=−
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→





−=−

=+
→−++=−
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+−

−++
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+
+

−
=

+−

−
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−−

−

∫∫∫ ∫
2

22

2

2

5

3
)5()3(

3252
3

2

5

2

3

2

5

2

152

16

202ª1

2168
1653

055

1653

0
)53()(16

)5()3(16

)3()5(

)5()3(

35)3()5(

16

152

16

 

Calculemos ahora la integral definida, el cálculo que realizaremos es válido cuando la función integrando es continua en 

el intervalo [0, z]. 

22

0 0

2

2 5

3

5

3

5

3

152

16









−
−









−

+
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

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




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







−

+
=
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−
∫ Ln

z

z
Ln

x

x
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z z

 

Buscamos  z  de manera que, 

312415333
5

3

921815333
5

3

3
5

3
9
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3

9
5

3
25

25
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5
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9

5

3
25

5

3

5

3

2

22222

=→=→+−=+→−=
−

+

=→=→−=+→=
−

+

±=
−

+
→=









−

+

=








−

+
→








=









−

+
→+=









−

+
→=






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z

z
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z

z

z

z

z

Ln
z

z
LnLn

z

z
LnLnLn

z

z
LnLnLn

z

z
Ln

En el caso  z = 9, el integrando no es continuo en [0, 9] por lo que esta solución no es válida. 

En el caso  z = 3, el integrando es continuo en el intervalo [0, 3], esta solución es válida. 

 

Solución  z = 3. 
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EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 4.1. Desde un punto N de la orilla del mar, un nadador debe alcanzar una boya que flota a 3 kilómetros de 

la costa y dista 3 5  kilómetros del punto N. Si recorriendo la orilla (que se supone recta y plana), su velocidad media es 

de 5 kilómetros por hora y nadando, de 3 kilómetros por hora, ¿cuánto tiempo deberá caminar hasta lanzarse al mar, para 

alcanzar la boya en el menor tiempo posible? (3,3 puntos) 

 

Solución: 

La representación gráfica del problema es, 

 

 

OA distancia que recorre por la orilla. 

 

AB distancia que recorre nadando 

 

Si  x = tiempo que camina por la orilla 

 

OA = 5 x 

calculemos AB. 

 

En el triángulo rectángulo OCB, ángulo recto en C, aplicamos el teorema de Pitágoras, 

( ) 636945353 22222
=→=→+=→+= OCOCOCOC  por lo tanto   AC = 6 – 5 x. 

En el triángulo rectángulo ACB, 

22222222 2560452560452560369)56(3 xxABxxABxxABxAB +−=→+−=→+−+=→−+=  

nadando estará horas
xx

3

256045
2

+−
 

 

El tiempo empleado en ir desde N hasta B será: 
3

256045 2
xx

xT
+−

+=  

 

Como 45 – 60 x + 25 x
2
 = ( 5 x – 6 )

2 
+ 9 > 0 para cualquier valor de x, Dom T = [ )∞+,0  

 

Queremos que el tiempo empleado sea el menor posible. Buscamos los mínimos relativos de T. 

( ) ( )
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xxxxxxxx
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x

T
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x
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x
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Como estamos resolviendo una ecuación irracional, debemos comprobar estos valores de x en la ecuación inicial, 
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Falso

x

020
25´11

25´11
10

81252́53

25´11
1

0

651́.5651́.12953

30651́.25
1

651́

2

=→=+→=+

=

+−

−
+

=

 
x = 1´65 no es solución. 

Cierto

x

000
25´11

25´11
10

81252́53

25´11
1

0

750́.5750́.12953

30750́.25
1

75´0

2

=→=−→=
−

+

=

+−

−
+

=

 x = 0,75 es solución 

 

 

Este  valor que anula T´ divide el dominio de T en dos  intervalos, calculemos el signo de T´ en cada uno de ellos, 

04730́
253

5
1

91.121.553

301.25
11750́

02650́
254́53

5´17
1

950́.1250́.553

3050́.25
150́75´00

int

2

2

>=
−

+=

+−

−
+−

<−=
−

+=

+−

−
+−

′Tx

 

La función T es 

 

decreciente en 

creciente en 

( )
( )∞+,750́

750́,0
 

En x = 0´75 la función T tiene un mínimo relativo, que además es el mínimo absoluto ya que en ese punto la función pasa 

de decreciente a creciente. 

 

 

Solución: hasta lanzarse al mar deberá caminar durante 0´75 h, es decir, 45 minutos. 
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PROBLEMA 4.2. La estatura de una población se distribuye normalmente con media 1,70 metros y desviación típica 0,1 

metros. 

a) Se selecciona una persona al azar. Explicar razonadamente cómo se obtiene la probabilidad de que su estatura sea 

menor de 1,72 metros y calcular dicha probabilidad (1 punto). 

b) Se seleccionan al azar tres personas. Obtener razonadamente la probabilidad de que sólo una de las personas 

seleccionadas mida más de 1,72 metros (2,3 puntos). 

 

Solución: 

Si consideramos la variable aleatoria   X = estatura de una persona, del enunciado del problema sabemos que   X = N 

(1´70, 0´1). 

Tipificamos la variable X y tendremos, ZN
X

==
−

)1,0(
1́0

701́

 
 

a) El suceso “la estatura de una persona sea menor de 1´72 m” corresponde a   X < 1´72 

57930́)2´0(
1́0

020́

1́0

701́721́

1́0

701́
)721́( =<=








<=







 −
<

−
=< ZPZP

X
PXP

 
 

 

b) Calculemos previamente la probabilidad de que una persona mida más de 1´72 m. 

Usando las variables anteriores,  

{ } 42070́57930́1)721́(1..)721́(1)721́( =−=<−==≤−=> XPcontinuaavunaesXcomoXPxP  
 

Tenemos un grupo de tres personas al azar, consideramos la variable aleatoria  Y = número de personas de este grupo 

que miden más de 1´72 m. 

 

Y será una v.a. binomial con los siguientes parámetros: n = 3, p = 0´4207, q = 0´5793; Y = B (3, 0´4207) 

 

El suceso “sólo una de las personas seleccionadas mida más de 1,72 metros” corresponde a  Y =1, la probabilidad 

pedida será: 

4235´057930́.42070́.357930́.42070́
1

3
)1(

22
==








==YP  
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