PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria de junio de 2002

Se desarrollan razonadamente las dos opciones del examen.

Opcion A - Ejercicio 1. Edades

Sean M la edad actual de la madre, E la del hijo mayor y Y la del menor. Hace catorce anos, la suma de las
edades de los hijos era £ +Y — 28, asi que

M —14=5(E+Y —28).
Dentro de diez anos, la edad de la madre sera la suma de las edades de los hijos en ese momento:
M+10=(E+10)+ (Y +10), esdecir, M = FE+Y + 10.

Al igualar las dos expresiones de M, resulta E+Y = 34 y luego M = 44. Cuando el mayor tenga 44 anos
habran pasado 44 — E afios; en ese momento el menor tendra 42:
Y+(44-E)=42 = E-Y=2.

Resolviendo E+Y =34y E—Y = 2 se obtiene £ = 18 y Y = 16. Conclusion. La madre tiene 44 anos; el hijo
mayor, 18; y el menor, 16.

Opcion A - Ejercicio 2. Rango de una matriz con parametro

2 0 a 2
A=|-1 0 -1 3
5 a+4 —4 -3

Al ser una matriz de tres filas, su rango es como maximo tres. Algunos menores de orden tres son

2 0 a 2 0 2
-1 0 —1|=—(a—2)(a+4), |-1 0 3 |=-8(a+4),
5 a+4 —4 5 a+4 -3
2 a 2 0 a 2
—-1 -1 3|=12(a+4), 0 -1 3|=(a+4)(3a+2).
5 —4 -3 a+4 —4 -3
Si a # —4, el segundo menor no se anula y el rango es tres. Si a = —4, todos los menores de orden tres se
anulan; sin embargo, el menor de orden dos
2 -
‘1 4| =-6#0

no es nulo, de modo que el rango es dos. Conclusion. rg(A) =3 sia # —4yrg(A) =2sia = —4.
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Opcion A - Ejercicio 3. Elementos de dos cdnicas y parabola

Para C;, dividimos entre 144:
2 2

€ Y
=1,
16 + 9
Es una elipse con semiejes a = 4, b = 3y ¢ = Va2 — b2 = /7. Sus vértices son (+4,0) y (0,+3), sus focos

(+£+/7,0) y su excentricidad e = /7/4. No tiene asintotas.

Para C5:
1,2 y2

16 9

Es una hipérbola horizontal. Aqui a = 4, b = 3, ¢ = Vva? + b?> = 5; sus vértices son (+4,0), los focos (+5,0) y
e = 5/4. Las asintotas son y = +(b/a)x = +3x /4.

b) La parabola tiene eje horizontal y pasa por tres vértices de la elipse. Para incluir los dos vértices (0,3) y
(0,—3), su eje de simetria debe ser y = 0. La parabola que abre a la derecha tiene forma 4> = 4p(z — h). El
tercer vértice es (—4,0), que obliga a que el vértice de la parabola sea (—4,0); sustituyendo (0, 3),

9=4p4) = dp=-.
Conclusion. C; es la elipse descrita, C» la hipérbola descrita, y la parabola es y? = 2(z + 4).

Opcion A - Ejercicio 4. Tangente y area

La funcién es racional con denominador z? + 3 > 0, por lo que su dominio es R. Para hallar los puntos de
inflexién derivamos dos veces:

2x 6(z% — 1)

f’(x):—m, f”(x):m~

El denominador es positivo y el humerador cambia de signo en z = +1; por tanto, ambos son puntos de
inflexion. El de abscisa positiva es P = (1,1/4) y la pendiente de su tangente es f’(1) = —1/8. La recta
tangente es

X
Yoo =——(x—1) — —_Z 42
vy S(I ) Y

El recinto queda entre la tangente y la grafica para 0 < x < 1. Para ver qué curva esta arriba, calculamos la

diferencia: ( o
g 3 1 1—=x
_ e || 8 = > 0.
( 8+8) x2+3  8(x2+3)

Asi, el area es la integral de la recta menos la funcion:

A /1( e, ! )d 5 L arctan L _2__T
= E— — e ————————— xr = — — — —_— = — = —,
3 8 8 2243 16 V3 V3 16 63

Conclusion. La tangente es y = —2/8 4 3/8 y el area encerrada vale 5/16 — 7/(6v/3).
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Opcion B - Ejercicio 1. Plano que contiene una recta y es perpendicular a otro

La recta pasa por P = (1,—1,0) y tiene vector director d = (1,2,1). El plano 2z + y — z = 2 tiene normal
1= (2,1,—1). El normal del plano buscado ha de ser perpendicular a ambos vectores; lo obtenemos con

i =dxi=(-33-3),
y podemos simplificarlo a (—1,1,—1). Con el punto P:
—(z-1)+(@y+1)—2z=0.

Conclusion. La ecuacion general del planoesz —y + 2z —2 = 0.

Opcion B - Ejercicio 2. Cuarto vértice y area de un paralelogramo
Como A, B, C son vértices consecutivos, los lados desde B son ﬂ y @, y el cuarto vérticees D = A+C — B:
D=(1,1,1)+(1,3,3) — (2,2,2) = (0,2,2).
Para hallar el area usamos el médulo del producto vectorial de dos lados:
AB=B—-A=(1,1,1), BCO=C-B=(-1,1,1),

AB x BC = (0,-2,2),  Area= /021 (—2)2 1 22 = 2//2.

Ambos lados miden /3, asi que es un rombo. El producto escalar de los lados adyacentes vale 1 # 0, por lo que
no tiene angulos rectos. El angulo agudo # cumple cos# = 1/3. Conclusién. El cuarto vértice es D = (0,2, 2),
el area vale 2/2 y es un rombo oblicuo, con cos 6 = 1/3.
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Opcion B - Ejercicio 3. Discusion de un sistema

La matriz de coeficientes y la ampliada son

1 -1 0 1 -1 0 2
A=1la 1 2], A*=|a 1 2 0
1 -1 a 1 -1 a 1

detA =a(a+1).

Para a # 0,—1, el determinante no se anula: los rangos son tres y el sistema es SCD. Sia =00a = —1, el
menor de orden dos formado por las dos primeras columnas vale 1 0 —2, respectivamente; asi, el rango de A
es dos.

Para a = 0, la primera y la tercera ecuacion tienen el mismo miembro izquierdo pero términos independientes
distintos (2 y 1), asi que rg(4*) = 3 y el sistema es Sl. Para « = —1, la tercera ecuacién es combinacion de
las dos primeras y el rango ampliado también es dos; hay infinitas soluciones. De las ecuaciones se obtiene
z=1lyz—y=2:

(x,y,2) = (24 t,t,1), teR.

Para a = 2, el determinante vale 6, luego hay solucion Unica. Sustituyendo o eliminando se obtiene (z,y, z) =
(1,-1,—1/2). Conclusién. El sistema es SCD sia # 0,—1, Sl sia =0y SCl sia = —1; para a = 2 su solucion es
(1,-1,-1/2).

Opcion B - Ejercicio 4. Dominio, continuidad, asintotas y area

Enlaramaxz > —1,

2?2+ 3z +1 1
fla)=——=2+3+—,
T T
que no estéa definida en 2 = 0. La rama « < —1 si esta definida en todo su intervalo. Por tanto, Dy =R\ {0}.
En el punto de union z = —1, el limite por la izquierda es 2(—1)/(—2) = 1, mientras que el valor de la rama
derechaes (—1+3+1/(—1)) = —1. Los limites laterales y el valor coinciden en z = —1, pues ambas ramas

valen 1; por tanto, alli si es continua. En = = 0, la expresion = + 3 4+ 1/x tiende a —oo por la izquierda y a +oo
por la derecha, asi que z = 0 es una asintota vertical.

Cuando z — —oo, 2z/(x — 1) — 2, de modo que y = 2 es asintota horizontal en ese extremo. Cuando z — +oo,
f(z)— (z+3)=1/z — 0, por lo que la asintota oblicua es y = x + 3.

En [1,2] se aplica la primera rama, que es positiva. El area solicitada es

2

2 1 x? 9
A:/ <x+3+>daz=[+3x+lnx] =—-+1In2.
1 T 2 1 2

Conclusioén. El dominio es R\ {0}; la funcidn es continua en x = —1, tiene asintota vertical z = 0, horizontal
y=2en —oo, oblicuay =z + 3 en +oo, y el area vale 9/2 + In 2.
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