PAU Comunidad Valenciana - Matematicas Il

Septiembre de 2007 - Convocatoria extraordinaria

Se desarrollan los ocho problemas de los cuatro bloques. Se conservan los resultados exactos y se justifican las
condiciones y operaciones empleadas.

Bloque 1- ﬂlgebra lineal - Problema 1.1

Estudiamos el sistema

6z +3y+2z=35,
3z +4y+62=3,

z+3y+2z=a.
Existencia y unicidad de la solucion
La matriz de coeficientes y la ampliada son
6 3 2 6 3 2 5
A=|3 4 6|,(A4bp)=[3 4 6 3
1 3 2 1 3 2 a

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

4 6/ 136 |34
2 =6(8—18) —3(6—6) +2(9 —4) = — :
3 o . 2‘ ‘1 3‘ 6(8 — 18) — 3(6 — 6) + 2(9 — 4) = —50 # 0

Por tanto, rg(A) = 3. La matriz ampliada tiene tres filas, asi que también rg(A|b) = 3. Por Rouché-Frobenius, como
ambos rangos coinciden y valen el numero de incégnitas, el sistema es compatible determinado para todo a.

dewd=s; o|-3]

Calculo de la solucion
Aplicamos la regla de Cramer. En cada determinante sustituimos por la columna de términos independientes (5, 3, a):

5 3 2
A, = 4 6|=10a — 50,
a 3 2
6 5 2
Ay=13 3 6|=30-30q,
1 a 2
6 3 5
A,=(3 4 3|=15a - 20.
1 3 o
Como A = det A = —50, se obtiene
poBe_y @ B 3a-3 A _2 3a
A 5’ A 5 A 5 10°
La condicion adicional es £ + y + z = 1. Sustituimos las expresiones halladas:
a 3a—3 2 3o a—2
1—g+ 5 +g—1—0:1:> 10 =0 = a=2

Para ese valor, (z,y,z) = (3/5,3/5,—1/5), cuya suma es 1.

|Hay solucisn tnica paratodoa; z +y+ z=1siysolosia = 2.
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Bloque 1- I'\Igehra lineal - Problema 1.2

Se tiene
A=(% Y. x- (%), ax=ax.
-1 1 Y

6—a 4
(A—aI)X—O,A—aI—(_l 1—a)'

Pasamos todo al primer miembro:

Un sistema homogéneo solo tiene la solucion nula cuando su matriz es invertible, es decir, cuando su determinante no
es cero. Calculamos:

det(A—al)=(6—-a)(l—a)+4=0a®—Ta+10 = (a — 2)(a — 5).

Asi, sia # 2,5, el determinante no se anula y necesariamente X = (0, 0). En cambio, para & = 2 0 & = 5 hay
soluciones no nulas. En particular,

4 4 1
a=2: (_1 _1)X=0 = z4+y=0 = th(_l);

1 4 —4
a=25: (_1 _4)X=0 = z+4y=0 — X=t(1>.

Por tanto, la solucion nula es la unica exactamente cuando o ¢ {2, 5}. Para resolver AX = 2X, tomamos el caso

oa=2:
1
X = (_1),tE]R.

Bloque 2 - Geometria - Problema 2.1 :
El plano, escrito en forma general, esm: 2¢+y+ 32— 1 =0, yelpuntoes Q = (2,1, 3).

=

Distancia de () al plano
Para un plano ax + by + cz + d = 0, la distancia de (g, Yo, 20) al plano es

_ lazo + byo + czo + d
Va?+b+c?

Sustituimos los coeficientes del plano y las coordenadas de @:

d

2-2+1-1+3-3-1] [ 13
V2 f12 132 Vi |

d(Q,m) =

Area del triangulo de interseccion con los ejes
Hallamos cada corte anulando las otras dos coordenadas:

1 1
z=y=0=>z=§,a:=z=0=>y=1,z=y=0=>z=§.

Los vertices son P, = (1/2,0,0), P, = (0,1,0) y P3 = (0,0,1/3). El area de un triangulo es la mitad del modulo del
producto vectorial de dos lados:
1 1
P,—- P, = —5,1,0 , P3— P = ——,0,5 ,

(P2 —Pl) X (P3 —Pl) = (

[

SHIORORORES
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Volumen del tetraedro

Tomamos como base el tridngulo anterior y como altura la distancia de @ al plano que lo contiene. La férmula del
volumen de una piramide es V = Sh/3:

yol via 13 113

3 12 14 |36

Bloque 2 - Geometria - Prohlema 2.2

Los dos planos ya estan en forma general:

m:x+2y+24+3=0,m:2x+y—2z—6=0.
Sus vectores normales sonny = (1,2,1) y ne = (2,1, —1).

Angulo entre los planos
El angulo agudo entre dos planos es el angulo agudo entre sus normales. Usamos

Iny - nal

cosf = ————,
[ ] [m2]|

Aquing -ny =2+2—1=3y|ny| = ||n2)| = V6. Por tanto,

3 1 =
cosO=\/6\/6=§=>.

Recta de interseccion, en forma paramétrica
Un vector director de la interseccion debe ser perpendicular a ambos normales. El producto vectorial da

ny X ng = (—3, 3, —3),

por lo que podemos tomar como direccion (1, -1, 1). Para hallar un punto, fijamos y = 0 en las ecuaciones de los
planos:

z+z=-3,2z—2=6 = z=1, z=—4.

La recta queda exclusivamente en forma paramétrica:

le=1+t, y=—t, z=—4+t,teR

Al sustituir estas expresiones en cada plano se obtiene 0, asi que todos sus puntos pertenecen a ambos planos.

Comprobacion del plano bisector

El plano propuestoeso : & +y — 1 = 0, con normalm = (1, 1, 0). Sus angulos con las normales de los planos
cumplen

m-ny| 3 _ﬁ m-na| 3 _ﬁ
Imlllnall v2ve 27 Imllinall v2vE 2

En ambos casos el angulo agudo es 30°, la mitad de 60°. También se puede comprobar que sus puntos equidistan de
los dos planos: siz +y — 1 = 0, entonces

(z+2y+2z+3)+2x+y—2—6)=3(x+y—1)=0.

Los numeradores de las distancias a ambos planos son, por tanto, opuestos y tienen el mismo valor absoluto; ademas,
los dos denominadores valen \/6 El plano dado es efectivamente un bisector.

Bloque 3 - Analisis - Problema 3.1

Sean f(z) = 422 + 2z + 10y g(z) = z® + z2 + bz + 5. Se pide estudiar las asintotas de f/g y hallar una primitiva
que cumpla H(0) = 0.

Dominio y asintotas
Factorizamos el denominador:

g(x) =2*(x + 1) +5(x + 1) = (z + 1)(z* +5).

El dominio es R \ {—1}: el factor 2 + 5 siempre es positivo porque 22 > 0, y el tnico cero del denominador es
r=-—1.

Academia de Matematicas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacion Selectividad, PCE y +25
https://tuprofealrescate.com


https://tuprofealrescate.com

Para la posible asintota vertical comprobamos ese punto. El numerador vale f(—l) =12 7é 0, mientras que el
denominador tiende a 0. Cerca de —1, el cociente tiene el comportamiento de 2/(x + 1); asi,

lim @ = —oo0, li f(=) =

s-1- g(z) T a5t gx)

+o0

Hay una asintota vertical .

Para x — Z-00, el grado del numerador (2) es menor que el del denominador (3), de modo que ambos limites son 0. La
asintota horizontal es . No hay asintota oblicua: ya existe una horizontal y, ademas, los grados no difieren en una
unidad con el numerador de grado mayor.

Primitiva y condicion inicial

Descomponemos en fracciones simples buscando constantes A, B, C:

422 + 22 + 10 A Bz +C

(+1)(x2+5) x+1 + z2+5

Al igualar numeradores,
42? 4+ 22 + 10 = A(z® +5) + (Bz + O)(z + 1),
A+B=4,B+C=2, 54+ C =10.

De estas ecuacionesresulta A =2, B=2,C =0, y por ello

flz) , 2 2z _ 2
o(@) dz = w—_'_lda:+/w2+5d:z,'—21n|x+1|+1n(:1: +5)+C.

La condicion H(0) = 0 fija la constante en el intervalo que contiene a 0, es decir, > —1:
0=2Inl1+Imb5+C = C=—Inb.

La condicion inicial no fija la constante en el componente & < —1. Si usamos alli la misma constante, una primitiva
valida en todo el dominio queda

H(z) =2In|z+ 1| +In(z® 4+ 5) —In5,  # —1.

Bloque 3 - Anilisis - Problema 3.2
La funcién es f(x) = 4/z. Su dominio es R \ {0}, ya que el denominador no puede ser cero.

Limites, asintotas y comportamiento
Al acercarnos a la unica exclusion del dominio,

. .4
lim — = —o0, lim — = +o0,
z—0~ T z—0t T

por lo que £ = 0 es una asintota vertical. En los dos infinitos,

_ 4
im — =07, lim — =0,
T——00 I —>+00

asi que ¥y = 0 es horizontal. Para comprobar si hay una oblicua calculamos m = lim,_,4 f(a:)/.'c = 0; la recta
resultante seria horizontal, no hay otra oblicua.

La derivada es

£'@) =~

Comoz2 >0 para todo & # 0, la derivada nunca se anula y siempre es negativa. Comprobamos el signo en cada
intervalo del dominio; £ = 0 se incluye en la tabla como punto excluido, no como extremo:

Intervalo Prueba Signo de f' Comportamiento
(—00,0) |z=-1: f'(-1)=-4<0 — decrece
{0} z =0: fnoests definida | noexiste | punto excluido; no es extremo
(0,00) z=1: fl1)=-4<0 - decrece

Por tanto, f decrece en cada intervalo (—o0, 0) y (0, 00), sin puntos criticos ni maximos o minimos.
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Tangente y normal en x = 2
Usamos la derivada anterior para hallar la pendiente en ¢ = 2:

f2)=2, f(2)=-1

La tangente pasa por (2, 2) y tiene pendiente —1. La normal es perpendicular y, por tanto, su pendiente es el opuesto
del inverso, 1:

|Tangente:y— 2=—(z-2),y= —:1;+4;|

|N0rma1:y—2=:z:—2, y=:v.|

Puntos cuyas tangentes pasan por (4, —8)

Sea a # 0 la abscisa del punto de tangencia. El punto de la grafica es (a, 4/a) y su pendiente es —4/0,2. Aplicamos la
ecuacioén punto-pendiente:

4 4 4 8
y——=——(—a) = y=——z+ —.
a a? a? a
Para que la recta pase por (4, —8), sustituimos z = 4, y = —8:
16 8
=+ — = a’+a—-2=0 = (a—1)(a+2)=0.
a
Las dos abscisas validas son g = 1y a = —2. En la gréfica corresponden a

|M =(1,4), N =(-2,-2).|

Bloque 4 - Problema 4.1

El programa A necesita como maximo 12 + nvnd =12+ n7/4 operaciones; el programa B necesita n? — 2n + 10.
Comparamos el coste de B con la cota superior del coste de A:

A(n) = (n® —2n+10) — (12+n"/4) =n? —2n — 2 —nT/4,
Dividimos por n2, que es positivo para n > 0:
An) . 2 2 a

Como el limite es positivo, existe un tamano a partir del cual A(n) > 0. En este caso podemos precisar el umbral. Para
& > 7, como z'/* > 3/2, se cumple %4 < 2z/3, y por tanto

7 7 5
A'(a:)=2a:—2—zw3/4>2a:—2— %= gw—2>0.
Ademas, A(7) = 33 — 77/% > 0, pues 77 < 33 Como A crece para £ > 7, tenemos A(n) > 0 para todo entero

n > 7. B emplea entonces mas operaciones incluso que la cota maxima de A; por ello A emplea menos operaciones
paratodon > 7.

|Para tamaios n > 7, el programa A necesita menos operaciones que B. |

Bloque 4 - Problema 4.2

El surtidor esta en S = (0, 2). El borde del estanque esta formado por el segmento del eje &, desde (—2, 0) hasta
(2,0), yelarcoy = 4 — z2, con —2 < z < 2. Para minimizar una distancia no negativa podemos minimizar su
cuadrado; asi evitamos raices durante la derivacién.

Las dos funciones de distancia al cuadrado que usaremos son polinomios de grados 2 y 4. No tienen asintotas
verticales; como tienden a 400 en ambos infinitos, tampoco tienen horizontales. Su crecimiento supera al de cualquier
recta, asi que tampoco tienen oblicuas. En el problema solo se estudia el intervalo acotado [—2, 2], cuyos extremos dan
valores finitos.
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a) Punto mas proximo del segmento
Un punto del segmento tiene coordenadas (.7:, 0), con —2 < g < 2. Su distancia al cuadrado a S es

F,(z)=(z—0)>+(0—-2)*=2>+4.
Derivamos y buscamos los puntos criticos del intervalo:
Fl(z)=2z=0 = z=0.

Comprobamos el signo a ambos lados del punto critico:

Intervalo Prueba Signo de F; | Comportamiento
[-2,0) |z=-1: F)(-1)=-2<0 - decrece
(0,2] z=1: F)1)=2>0 + crece

El cambio de — a 4 confirma que £ = 0 es un minimo.
En los extremos F,(£2) = 8, mientras que F;(0) = 4. Por tanto, el punto mas proximo del segmento es [ (0,0)| a

distancia .

b) Puntos mas proximos del arco
Un punto del arco tiene coordenadas (:1:, 4— wz), donde —2 < ¢ < 2. La distancia al cuadrado al surtidor es

Fz)=2>+(4-2>-2)2=2>+(2-2?)? =2 - 32> + 4.
Buscamos los puntos criticos y también comprobamos los extremos del intervalo:

Fl(z) =4a® — 6z =2z(22> -3)=0 = z=0,z ==+ %

Los tres puntos criticos estan dentro del intervalo. Probamos un valor en cada tramo para determinar el signo de la
derivada:

Intervalo Prueba Signo de F, | Comportamiento
[—2,—4/3/2) | ¢ = —3/2: F!(—3/2)=-9/2<0 - decrece
(—1/3/2,0) z=-1: F}(-1)=2>0 + crece

(0,+/3/2) z=1: F}(1)=-2<0 — decrece

(+/3/2,2] z=3/2: F}(3/2)=9/2>0 + crece

El signo cambiade —a+enx = :I:\/3/2, por lo que alli hay minimos; en & = 0 cambia de + a —, asi que hay un
maximo local.

Evaluamos la distancia al cuadrado en todos esos puntos y en los extremos:

Fu(0) = 4, F, (:I: %) _ % Fa(42) = 8.

El minimo del arco es 7/4, asi que la distancia minima es v/7/2. Para esas abscisas, y = 4 — 3/2 = 5/2; los puntos
son
33 (=432
2’2 ) 2’2 )

c) En todo el borde, el minimo del segmento al cuadrado es 4 y el del arco es 7/4 < 4. Por tanto, los puntos mas
préximos son (:I:\/3/2, 5/2), a distancia minima v/7/2.
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