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' PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE ADMISION

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2021-2022

MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duracién: 1 horay 30 minutos

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 ejercicios
cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos.

d) Se realizardn Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que
pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran los cuatro
que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Sepermitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréaficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la
obtencidn de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar
la expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

X2 +2 si x<0
Sea f la funcion continua definida por f(x)={+ax+b si 0<x<2

si 2<X

X _ 3
242 2
a) Calculaayb. (1,25 puntos)
b) Para a=-1y b =4, estudia si existe la derivada de f en x = 2. En caso afirmativo, calcula la
ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en dicho punto. (1,25 puntos)

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)
Considera la funcion f :R——>R definida por f(x):ln(x2+1) (donde In denota la funcién

logaritmo neperiano).
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto)
b) Determina los intervalos de convexidad y de concavidad de f y los puntos de inflexion de su
gréfica. (1,5 puntos)

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion F:[0,27]——R definida por F(x) :on 2tcos(t)dt.

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de F. (1 punto)
b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = z. (1,5 puntos)

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Calcula J'learctg (x)dx (donde arctg denota la funcién arcotangente).
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’ PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO

PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS ]
DE ADMISION MATEMATICAS Il

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA Y CENTROS en MARRUECOS
CURSO 2021-2022

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema:

2Xx + 3y + mz = 3
X + my - z = -1
3X + y — 3 = -m
a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)
b) Para m = -2 encuentra, si es posible, yo para que la solucion del sistema sea

X=4, Y=Y, Z :l—g. (0,75 puntos)

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 -1
. : -a 3
Dado a =0, considera las matrices A:( 5 1] yB=|3 4
1 2

a) Determina para qué valores de a se cumple que A™ = % A. (1,25 puntos)

b) Para a = 1 calcula, si es posible, la matriz X tal que AX =B', donde B' denota la matriz
traspuesta de B. (1,25 puntos)

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X=4
Considerael plano 7=x+y+z=0 ylarecta r=<y=1-1.
z=0

a) Determina la ecuacion del plano perpendicular a T que contiene a r. (1,25 puntos)
b) Calcula la distancia entre r y 1. (1,25 puntos)

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Sean los planos 7, =2x+y+z-3=0, 7, =X+2y—-z+5=0 y larecta rsx—lzgzz—ﬂ.

a) Halla los puntos de r que equidistan de =, y =,. (2 puntos)
b) Halla el seno del angulo que forma el plano 7, con la recta r. (0,5 puntos)
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SOLUCIONES
EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
X2 +2 si x<0
Sea f la funcion continua definida por f(x)={+ax+b si 0<x<2
X3 i 2<x
N2 V2

a) Calculaayb. (1,25 puntos)
b) Para a=-1Yy b=4, estudia si existe la derivada de f en x = 2. En caso afirmativo, calcula la

ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f en dicho punto. (1,25 puntos)

a) La funcion debe ser continua en x = 0. Debe cumplirse lim f (x)=lim f (x)= f (0).

x—0" x—0"

lim f (x)=limx*+2=0°+2=2

x—0"

x—0"
lim f (x)=limvax+b=y0+b=vb | =2=b=|b=2" =4

x—0* x—0*
fig 1= i ()= 1(0)
x> +2 si x<0
La funcion queda f(x) =<+ax+4 si 0<x<2
X 43 s 2<x
22 V2
La funcion debe ser continua en x = 2. Debe cumplirse lim f (x)=lim f (x)=f (2).
x—2~ x—2*

lim f (x)=lim Vax+4 =v2a+4
X—2" X—2"

. -2 3 -1 3 2

lim f (x)=lim—= = - Pl Parsa==
lin f ()= lim = 5 5

lim f (x) = lim f (x)= f(2)

x—2" x—2*

=2a+4=2=>2a=-2=> a:_?zz—l

Los valores buscados son a=-1y b=4.

X2 +2 si x<0
b) Para a=-1y b=4Ila funcién es continua y queda f(x)= \/—x+4 si 0<x<2.

T

si 2<X

s\>'<
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Para que exista la derivada en x = 2 debe cumplirse que sean iguales las derivadas laterales.

-1 -1 -1
f'(2)=Ilim f"(x)=lim
(2= fim ()= fim 2Jx+4 242+4 22 @)= (2= L
£ = lim £7(x)= lim —= = —= 22
x—2+ x—2* 2.\/_ 2\/5
La derivada en x = 2 existe y vale f (2) = 1
22

La ecuacion de la recta tangente a la graficade fenx =2es y—f (2)= f"(2)(x-2).

y—f(2)=1"(2)(x-2)

f(2):«/mz\/§ —y-2=—F (x 2)=>y=—r

= Eo

eV 74
227 22
f(2)=—=

zf

2 1 2 2 2 32
- — - = X4+ —
=>y= 2 x+\/§+\/_ 2 x+2+\/_:>y ) 5
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Considera la funcién f:R——>R definida por f(x)=In(x*+1) (donde In denota la funcion
logaritmo neperiano).

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto)

b) Determina los intervalos de convexidad y de concavidad de f y los puntos de inflexién de su
grafica. (1,5 puntos)

a) Utilizamos la derivada.

=0=>x=0

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 0.

En (—o0,0) tomamos x = -1y la derivada vale f"(-1)= ( 1_)5 . _72 =-1<0. La funcién
-1)" +

decrece en (—,0).

En (O,+oo) tomamos x = 1y la derivada vale " (1) = =1>0. La funcidn crece en

12 +1

(O,+oo).
Resumiendo: La funcion decrece en (—oo,O) y crece en (O,+oo).

b) Utilizamos la derivada segunda.

2(x?+1)=2x-2 2 A2 9y2
f(x)= 22X = f7(x)= (X +) 2X X=2X +2 éz‘rx = 2 2X2 2-2x%°
X +1 (x2+l) (x*+1) (x2+1) x2+1)
f7(x)=0 (

=2-2x*=21-X*=0= X’ =1=|x=+1=+1

Estudiamos el signo de la segunda derivada antes, entre y después de estos dos valores.

2-2(-2)" -6

En (—o0,—1) tomamos x = -2 y la derivada segunda vale f"(-2) = >=—<0.
(2y+1) =

La funcién es concava (N) en (—oo,—l).

J— . 2
2-20 =2>0.La

En (-1,+1) tomamos x = 0 y la derivada segunda vale f“(0) = ( - )2 =
0°+1

funcion es convexa (U) en (-1,+1)
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f— . 2 f—
En (+1, +oo) tomamos X = 2 y la derivada segunda vale f " (2) = 2—222 _=5 <0.La
(22+1) 25

funcion es concava (N) en (+1,+o).

Resumiendo: La funcién es céncava en (—oo,—1)\U(+1,+0) y es convexa en (—1,+1).
La funcién presenta dos puntos de inflexién: x = -1y x = +1.
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EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

Considera la funcién F :[0,27]——R definida por F(x)=IOX2tcos(t)dt.

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de F. (1 punto)
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = z. (1,5 puntos)

Calculamos la integral indefinida.

Integracion por partes
[2tcos(t)dt={u =2t — du=2dt =

dv=cos(t)dt »>v= J'cos(t)dt =sen(t)
= 2tsen(t)—fsen(t)2dt = 2tsen(t)—2(—cos(t))=2tsen(t)+2cos(t)+K
Obtenemos la expresion de la funcién F.

F(x) =J'0X 2tcos(t)dt =[ 2tsen(t)+2cos(t) | =
=[ 2xsen(x)+2cos(x) ][ 2-0-sen(0)+2cos(0) | = 2xsen(x)+2cos(x) -2
La funcién es F(x)=2xsen(x)+2cos(x)—2.

a) Utilizamos la derivada.

F’(x)=2sen(x)+2xcos(x)—2sen(x)=2xcos(x)

F(x)=0

}:> 2xcos(x)=0=

x=0
=10
T 3r
cos(x)=0—|x="2| |[x=—
2 2

Se cumple que si F(x)= “2tcos(t)dt entonces F’(x)=2xcos(x
0

Tenemos tres puntos criticos en el dominio de definicién [0, 272']
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores.

En {O, %j tomamos X = % y la derivada vale F(%j = 2%COS(%) > 0. La funcion crece en

)
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En (%%ﬂj tomamos x =z Y la derivada vale F’(7z)=2rcos(z)=-27<0. La funcion

(72' 37r)

decreceen | —,— |.

2 2

En £ , 27 | tomamos x—7— y la derivada vale F~ = 27—7[ = >0. La funcion
2 4 4 4 4

&
crece en 7,27: .

Resumiendo: La funcion F crece en [0,%)&{%,24 y decrece en (%%ﬂ} :

b) Laecuacion de la recta tangente a la graficade Fenx = zes y—F (z)=F"(z)(x—7).

y-F(7)=F'(7)(x-7)

)
F(7)=2nsen(x)

(x-
+2c08(7w)-2=-2-2=-41=y—(-4)=-2n(X-7)=|y=-27X+27x" -4
)

F'(ﬁ) = 27zCOS(7z =27
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EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Calcula J'learctg (x)dx (donde arctg denota la funcién arcotangente).

Calculamos la integral indefinida.

Integracion por partes
Ixarctg(x)dx: u=arctg(x)—>du= ! dx :X—Zarctg(x)—jx—2 ! dx =
x?+1 2 2 x*+1
2
dv:xdx—>v:jxdx:x—
2
x? 1p x° x? 1ex°+1-1
:?arctg(x)—zsz—ﬂdx=7arctg(x)—zj ] dx =

X 1] ¢ x*+1 1 X 1 1
_?arctg(x)—ED 2 +1dx—_f 2 +1dx}_?arctg(x)—EDdx—j 2 +1dx}_

2 2

:%arctg(x)—%[x—arctg(x)] =X?arctg(x)—§+%arctg(x)+ K

Calculamos la integral definida pedida.

1 x? x 1 '
IO xarctg (x)dx = {? arctg (x) -5t Earctg (x)} =

0

12 11 0’ 01
= Earctg (1) =5t Earctg (1)} —[? arctg (0)—§+§arctg (O)} =
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EJERCICIO 5 (2.5 puntos)
Considera el sistema:

2Xx + 3y + mz = 3
X + my - z = -1
3X + y — 3 = -m
a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)
b) Para m = -2 encuentra, si es posible, yo para que la solucion del sistema sea

X=4, Y=Y, Z :l—g. (0,75 puntos)

2 3 m
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 m -1|ylamatrizampliada es
3 1 -3
2 3 m 3
A/B={1 m -1 -1]|.
3 1 -3 —-m
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
2 3 m
|Al=l1 m -1=-6m-9+m-3m*+9+2=-3m’-5m+2
3 1 -3
S+7
5+(-5)+24 5+7 | -6 =l=2=m
|Al=0=-3m’-5m+2=0=>m=— ==
—6 —6 5-7 |1
—=|—-=Mm
-6 |3

CASO 1. m¢—2ym¢%

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, asi como el de A/B e
igual al nimero de incdgnitas = 3, por lo que el sistema tiene una Unica solucion.

CASO 2. m=-2.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

2 3 -2 3
La matriz ampliada queda A/B=|1 -2 -1 -1|. Triangulamos el sistema utilizando
3 1 3 2

el método de Gauss.
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Fila 32—3-Fila 28
28 =23 3 1 -3 2
AIB=|1 -2 -1 -1|=1 o o o ,
31 =382 0 7 0 5-> NuevaFila3®
Fila 12—2-Fila 22
s 3 o 3 2 3 -2 3
24 2 2 =0 7 0 5|=
0 7 0 5-— NuevaFila?2? 07 05
Fila 32— Fila 22 — N
0 7 0 5 23 =23
= 0 -7 0 -5 =0 7 05
0 0 0 0 —>NuevaFila3 MA_OO

El rango de A =2 = Rango de A/B < n° de incognitas = 3

El sistema tiene infinitas soluciones.

CASO 3. m :%

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

2 3 1/3 3
La matriz ampliada queda A/B=|1 1/3 -1 -1 |. Triangulamos el sistema
3 1 -3 -1/3

utilizando el método de Gauss.

) / Fila 32—3-Fila 22
A/B=|1 173 113 31 31 3 A3
N TP )8 a1 303
3 1 -3 -1/3

0 O 0 8/3 —> NuevaFila3?

A/B

2 3 1/3 3

2 3 1/3 3
> o3 2 2 =|0 7/3 7/3 5
0 0 0 8/3

0 7/3 7/3 5— NuevaFila22 -
A

Fila 13 —2-Fila 22

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Al ser los rangos distintos el sistema no tiene solucion.

Resumiendo: Si m = —2ym = = el sistema tiene solucién Unica, si m=-2 el sistema tiene

infinitas soluciones y si m= § el sistema no tiene solucion.
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b) Para m = -2 el sistema tiene infinitas soluciones.
Lo resolvemos a partir del sistema equivalente obtenido con el método de Gauss.

-2

2 3 3 2X+3y—-2z=3
2X+3y—-2z=3

0 7 5= =

0 0 0

0 5 :>2x+E—22:3:>
0 7y=5 y=7 7

X==+12
7
Comprobamos lo pedido
3
X==+1
7
V—E 3 3
7 A==—41=—+1—=
7 7 S
= = 7= Yo
X=A 7 =Y
Y=Y
3
I=A-=
5

Existe la solucion pedida siendo y, = >
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

1 -1

. . -a 3
Dado a =0, considera las matrices A=( 5 J yB={3 4
1 2

a) Determina para qué valores de a se cumple que A™ = % A. (1,25 puntos)

b) Paraa =1 calcula, si es posible, la matriz X tal que AX =B', donde B' denota la matriz traspuesta
de B. (1,25 puntos)

a) Averiguamos para que valores de “a” existe la inversa de la matriz A.

—a
A=

3
‘z—a—3a=—4a
1

|Al=0=-4a=0=[a=0]

La inversa de la matriz A existe para cualquier valor de a=0.

Multiplicamos la igualdad A™ = % A por la matriz A y tenemos que debe cumplirse:

4. 1 1., , 10 -a 3)-a 3
ATA=—AAS | =—A" =4l =A" =4 = =
4 4 0 1 a 1/la 1

4=a*+3a 4=a%’+3a 4=a’+3a
(4 o) (a2+3a —3a+3} 0=-3a+3| -3=-3a 1-a
= — = f—

0 4) (-a’+a 3a+1 0=-a*+a| O0=-a’+a| 0=-a’+a
4=3a+1 3=3a 1=a
4=1"+3 .
= = jSe cumplen todas las ecuaciones!
0=-1°+1

El valor buscado es a = 1.

-1 3
b) Paraa =1 la matriz A queda A :( 1 1]
Despejamos X en la ecuacion AX = B'.
AX=B'= X =A"B'

Obtenemos la expresion de la inversa de A 'y de la traspuesta de B.
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1 -1

- 1 31
A‘1=1A=1 13 B=|3 4 |=B'=
4 4l 1 1 L o -1 4 2

Sustituimos y obtenemos X.

¥ = algt = L -1 3)(1 3 1) 1(-1-3 -3+12 -1+6) 1(-4 9 5
B 41 a)l-1 4 2) 4\l 1-1 3+4 1+2) 4l0 7 3

2><><3 >2x%x3

“« 1 9/4 5/4
Lo 7/4 3/4
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EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

X=A1
Considerael plano 7=x+y+z=0 ylarecta r=<y=1-1.
z=0

a) Determina la ecuacion del plano perpendicular a T que contiene a r. (1,25 puntos)
b) Calcula la distancia entre r y m. (1,25 puntos)

Estudiemos la posicion relativa de recta y plano.

Z=Xx+y+z=0=n=(111)

x=4 =n-v, =(1,-1,0)(111) =1-1=0
r={y=1-A=v, =(1-10)

z=0

Al ser perpendiculares el vector normal del plano y el vector director de la recta la recta es
paralela al plano, o bien la recta esta contenida en el plano.

X=A
r= y=l—/1:>Pr(O,1,0)
z=0

T=X+y+2=0

=0+1+0=0

El plano no contiene al punto Pr, por lo que la recta no esté contenida en el plano y son paralelos
y por tanto existe el plano que se pide.

a) El plano " perpendicular a ®© que contiene a r tiene como vectores directores el vector normal
del plano y el vector director de la recta, y ademas contiene un punto de la recta.

X=4 P (010)

r=qy=1-1= X y-1 z
-0 v, =(L-10)| {=>7=[1 -1 0=0=
1 1 1

Z=x+y+z=0=n=(111)

= —X+2+2-y+1=0=|7'=—Xx-y+27+1=0

b) Larectary el plano T son paralelos por lo que la distancia entre ellos es la distancia entre
un punto de la recta y el plano.

T=X+y+2=0 ~ 0+1+0 1 _\/§

P (0,10)cr }:d(r,ﬂ)—d(ﬂ,ﬂ) —m \/§

u

|

La distancia es d(r,7) =
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EJERCICIO 8 (2.5 puntos)

Sean los planos 7z, =2x+y+z-3=0, 7, =X+2y—-z+5=0 y larecta rsx—lzgzz—ﬂ.

a) Halla los puntos de r que equidistan de 7, y =,. (2 puntos)
b) Halla el seno del angulo que forma el plano 7, con la recta r. (0,5 puntos)

Estudiamos la posicion relativa de los dos planos.
Comprobamos que sus vectores normales no son paralelos pues no tienen coordenadas
proporcionales, por lo que no son planos paralelos (son secantes, coincidiendo en una recta).

7 =2x+y+7-3=0=n, =(211) 211
7, =x+2y-2+5=0=n,=(12-1)| + % %
a) Hallamos las coordenadas paramétricas de la rectar.
R(l,O,—l) X=1+A1
r=x_1%—2;rl:>r={ﬁ =>r=3y=24
v, =(12.5) 7=_1+51

Un punto P de la recta tiene coordenadas P(1+ 24,1+ 5/1) . Calculamos la distancia del
punto P a cada plano.
P(1+4,24,-1+54) _|2+224+22-1+54-3 [|94-2

=d(P,z)=
7z152x+y+z—320} (P.m) 22+ 412 6

P(1 21,1 1+ A+44—(-1+54)+5
(1+4,22,-1+52) :>d(P,7z2)=‘ +A+44—(-1+54)+ ‘:l
T, =X+2y—-2+5=0 12 +22+(_1)2 J6

Igualamos las distancias para que el punto equidiste de ambos planos.

d(Por)=d (Por) = 2 ZA T ies g7

N

IA-2=7T=91=9=1=1=|P(2,2,4)

=40

9/1—2:—7:9/1:—531:_—5: P ﬂ—_lO—_34
9 9 9 9

Los dos puntos de la recta r que equidista de los dos planos son P(2, 2,4) y
Pf(ﬂ,—_w,—_%)
9 9 9

b) Hallamos el coseno del &ngulo que forman el vector normal del plano y el vector director de
la recta. Utilizamos el producto escalar.
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T =2x+y+2-3=0=>n=(211) N Ny (2,1,1)(1,2,5)

y z+41 =~ :>COS(n1,Vrj: %1 =iy 2 12 ,12.[12 L 92 , g2
rex-1=2 =55y =(125) || V2T 42745
:cos(r{,\Z)J”*S: 9 __ 9 _ 9 3 3B _3F_

J64/30 180 045 65 25 25 10

N %jz 35

:>sen(r,7r1)=cos(nl,vr

~~ sena =cos(90—-a)
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