PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Julio de 2026 - Convocatoria extraordinaria

El examen permite elegir una opcidén en las preguntas 2, 3 y 4. Para que puedas estudiar cualquiera de ellas, aqui se
resuelven las dos opciones en cada pregunta y se justifican todos los pasos.

Pregunta 1- Probahilidad y estadistica

Datos y sucesos

Llamamos (H), (T) y (D) a jugar en hierba, tierra batida y pista dura, respectivamente. Llamamos (R) al suceso «gana
Roger» y (overline R) a «gana Rafa».

Las probabilidades de las superficies son
P(H) = 0.10, P(T) = 0.40, P(D) = 1 —0.10 — 0.40 = 0.50.
En cada partido gana uno de los dos tenistas. Por tanto, las probabilidades condicionadas de victoria son

Superficie | P(R | superficie) P(R | superficie)

H 1-0.25 =0.75 0.25
T 0.125 1-0.125 = 0.875
D 0.55 1—-0.55 =0.45

El arbol muestra primero donde se juega el partido y después quién lo gana. En las hojas se indican las probabilidades
conjuntas; se obtienen multiplicando las dos probabilidades de cada recorrido.

Roger: P(R|H)=0.75 ® P(Hy Roger)=0.075

Rafa: P(Rafa|H)=0.25 e P(Hy Rafa)=0.025

HierbzP(H)=0.10 )
Roger: P(R|T)=0.125  ® P(T y Roger)=0.050
erra: P(T)=0.40

Inicio

; = ® P(Ty Rafa)=0.350
a: P(D)=0.50 Rafa: P(Rafa|T)=0.875

_—e P(Dy Roger)=0.275
Roger: P(R|D)=0.55

Rafa: P(Rafa|D)=0.45 ® P(Dy Rafa)=0.225

1.1 Porcentaje de partidos que gana Roger
Sumamos las tres maneras incompatibles de que Roger gane: que el partido sea en hierba, en tierra batida o en pista
dura. En cada rama, la probabilidad conjunta es «probabilidad de la superficie x probabilidad de ganar en esa
superficie»:
P(R)=P(H)P(R|H)+ P(T)P(R|T)+ P(D)P(R | D)
= 0.10(0.75) + 0.40(0.125) + 0.50(0.55)
= 0.075 + 0.050 + 0.275 = 0.400.
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Conclusidn: Roger gana el 40 % de sus enfrentamientos.

1.2 Probabilidad de que el partido fuera en pista dura, sahiendo que gano Rafa
Primero calculamos la probabilidad total de que gane Rafa. Como en cada partido gana uno de los dos tenistas,

P(R) =1— P(R) =1 — 0.40 = 0.60.
La probabilidad de que el partido fuera en pista dura y ganara Rafa es el producto asociado a esa hoja del arbol:
P(DNR) = P(D)P(R| D) = 0.50(0.45) = 0.225.
Por la definicion de probabilidad condicionada,

P(DNR .
( ER) _ 0225 _ 3 _ a7,
P(R) 0.60 8

P(D|R) =

Conclusidn: dado que gané Rafa, la probabilidad de que el partido se jugara en pista dura es 3/8, es decir, el 37,5
0,
%.

1.3 Probabilidad de que Roger gane 5 o 6 de 10 partidos en pista dura
Cada partido en pista dura puede considerarse un ensayo con dos resultados (Roger gana o no gana), y la probabilidad
de victoria de Roger es p = 0.55 = %. Si (X) cuenta sus victorias en diez partidos, entonces

X ~ Bin(10,0.55), P(X = k) = (1,:)) (0.55)%(0.45)10-*,

Los sucesos X = 5y X = 6 son incompatibles, asi que sumamos sus probabilidades:
P(X=506)=P(X=5)+P(X=6)
_ (W) ()8 (10 ()9’
- \5/\20 20 6/\20 20
_ 2418684693579

5120000000000
~ 0.4723993542.

Conclusiodn: la probabilidad pedida es aproximadamente 0,4724, o0 47,24 %.
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Pregunta 2 - Algebra

El enunciado permite elegir 2.1 0 2.2. Se desarrollan las dos opciones.

Opcion 2.1 - Sistema de pseudodensidades
Las tres condiciones de equilibrio se traducen en

z+3y+2=25,
ar +2z=0,
z= .
En forma matricial, con (X=(x,y,z)"T):
1 3 1 5
A X=b,Apo=|a 0 2],b=1|0
0 —a 1 0

2.1.1 Existencia y niimero de soluciones segin
Calculamos el determinante desarrollando por la primera fila:

0 2
—a 1

a 2

det A, = 1
¢ ‘ 0 1

4|
=2a — 3a —a?
= —a(a+1).
El determinante se anula cuando
—a(a+1)=0 < a=00a=-1.
Caso1: o # 0, —1. Como det A, # 0, hay un menor de orden 3 no nulo:
rg(A4,) = 3.
La matriz ampliada tiene tres filas y, por tanto, rango como maximo 3; ademas contiene ese mismo menor:
rg(4;) = 3 =1g(Aq)-

Por Rouché-Frobenius, el sistema es compatible. Como ambos rangos son iguales al numero de incognitas, es un
sistema compatible determinado (SCD).

Caso 2: a = (. La matriz de coeficientes y la ampliada son

18 S 1 31| 5
Ag=|0 0 2],4;=|0 0 2 | 0
0 01 0011 o0
Un menor de orden 2 de A es no nulo:
11
=1 .
b =170

Asi, rg(Ag) > 2. Como det Ag = 0, su rango es menor que 3y, por tanto, rg(Ag) = 2. En la ampliada, la segunda fila

es el doble de la tercera (también en el término independiente), de modo que rg(AE) < 2. El menor anterior sigue

estando en la ampliada, asi que
rg(Ao) =rg(4;5) =2 < 3.

Por Rouché-Frobenius, es un sistema compatible indeterminado (SCI), con infinitas soluciones.
Caso 3: o = —1. En este caso

1 31 1 31 | 5
Ayg=[-10 2|,4,=[-10 2 | 0
0 1 1 0 11 1] 0
El menor de A_; formado por las filas 1y 2 y las columnas 1y 2 vale
1 3
=3 #0.
S
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Luego rg(A_1) > 2; como el determinante de orden 3 es cero, rg(A_1) = 2. En la matriz ampliada, el menor de orden
3 formado por las columnas de , ¥ y el término independiente es

1 3 5
~1 0 0/=-5#0,
0 10

por lo que rg(A*,) = 3. Asi,

rg(A_1) = 2 # 3 = 1g(4",).
Por Rouché-Frobenius, es un sistema incompatible (Sl): no tiene solucion.
Conclusiéonde 2.1.1: SCD sia # 0,—1; SClsiaa = 0; Sl sia = —1.

2.1.2 Valores de (x,y,z) cuando o 7~ —1

El enunciado pide considerar & # —1, lo que incluye los casos @ # 0, —1y a = 0.
Sia # 0,—1, de las ecuaciones segunda y tercera:
ar+22=0,z=0y —= azx+20y=0 = == —2y.
Sustituimos £ = —2yy 2z = ayen la primera ecuacion:
5
—2y+3y+ay=5 = (a+1l)y=5 = y= r

Por consiguiente,

0 5
at+1’ VT ax1’

5a
. 7 (x#0,-1).

Sia = 0, las ecuaciones sereducena z =0y z 4+ 3y = 5. Tomamosy = ¢, cont € R:

|(x,y,2) = (5 3¢,t,0), t €R.|

Conclusién: para a # —1, las férmulas anteriores dan la Unica configuracion si ademas a # 0; si & = 0, hay
infinitas configuraciones.

Opcion 2.2 - Ecuaciones con matrices
Se dan

2.2.1Resolver AX = BX +b

Restamos (BX) en ambos miembros:
AX=BX+b — (A-B)X=b.

Calculamos la matriz diferencia por entradas:
2—-5 —-1-(-2) -3 1
A—-B= = .
(1 -2 1-3 ) (—1 —2)
Comprobamos que es invertible:

det(A— B) = (—3)(=2) —1(=1) =6 +1="7 £0.

a b

d -b
. 1 . .
, Suinversa es ——— . Aplicamos la formula:
d) ad—be (—c a

a-o =57 %)

w32 ) 0-E0]
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2.2.2 Caleular det (A°(2B) 1)
Usamos la multiplicatividad del determinante, det(CD) = det Cdet D, y det(M ') = 1/ det M:

_ det(A4°%)  (det A)°
~ det(2B)  det(2B)°

det (A5 (2B) _1)

Calculamos por separado:

detA=2-1-(-1)-1=3,detB=5-3—(—2)-2=19.
Como B es de orden 2, det(2B)=22 det(B)=4-19=76. Por tanto, det(A®(2B)™")=3°%/76=243/76.
223 Hallar o, BsicA+ BB =1

Escribimos los dos productos y los sumamos entrada a entrada:
20 —a 586 —-28
A == B =
w= (7 ) em=(3 )
2 5 —a—2 1 0
oA+ BB = ( at5h o ﬂ):( )

a+28 a+38 01

Igualamos las entradas correspondientes. De las entradas no diagonales se obtiene & + 28 = 0, es decir, @ = —28.
Con la entrada superior izquierda:

2(—28) +58=1 = B=1, a=-2.

Comprobamos la ultima entrada: « + 38 = —2 + 3 = 1. Por tanto,

la=-2, B=1]

Pregunta 3 - Geometria

El enunciado permite elegir 3.1 0 3.2. Se resuelven las dos opciones.

Opcion 3.1 Plano, recta perpendicular y distancia
Se dan (A=(0,-1,0)), (B=(1,01)) y el vector ( v=(2,-11)).

3.1.1 Plano perpendicular a ¥ que pasa por A

Si un plano es perpendicular a ¥, ese vector es normal al plano. La forma general de un plano con normal ((a,b,c)) es
ax + by + cz + d = 0. Sustituimos ( v=(2,-11)) y el punto (A):

2c—y+2+d=0,20)—-(-1)+0+d=0=d=-1.

|r:2z —y+2—-1=0.|

3.1.2 Recta perpendicular a 7 que pasa por B

La recta perpendicular al plano lleva como vector director un vector normal del plano, aqui ((2,-1,1)). Una recta por (
To, Yo, 29) con director ((a,b,c)), en forma paramétrica, es & = &g + a\,y = Yo + bA, 2 = 2 + cA. Por tanto,

|r: z=142\, y=—-\, z2=14+ ), AR
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3.1.3 Punto del plano mas cercano a B

El punto mas cercano es la proyeccion perpendicular: el corte de (r) con 7. Sustituimos las ecuaciones paramétricas en
el plano:

20 +22) - (=) +(@1+Ar)—-1=0,
2+6X=0,

1
A= -3

Sustituimos ese parametro en la recta:

1 1 1
o=(1+2(-3)-(-5)1-3) -
3.1.4 Distancia de B al plano

La distancia de (Zo, Y0, 20) aax +by+cz+d =0es
_ lazo + by + czo + d
Va2 + b% + c2

Y
W| =
wW| =
w| N
v

d

Con(B=(1,0Mym:2x—y+2—1=0:

_p@m-o+1-1 2
4B,m) = VEF+(-1)2+12 6

oo.| S
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Opcion 3.2 - Planos, proyeccion y distancia
Sedaw: 2z + 3y — z= 0, con (A=(0,0,0)), (B=(10,0,-20)), (C=(0,15,-30)) y (D=(1,2,-1)).

3.2.1 Comprobar si el tridngulo A BC estd en 7
Un punto pertenece a 7 si satisface 2& 4+ 3y — 2 = 0. Comprobamos los vértices:

A: 2(0)+3(0)—0=0, B: 2(10) + 3(0) — (—20) = 40 # 0.

Aunque A € T, el vértice B ¢ ; basta para concluir que el tridngulo no esta contenido en ese plano.

3.2.2 Proyeccion de D sobre el plano que pasa por A, B, C
Primero hallamos dicho plano, al que llamaremos ¢. Dos vectores directores son

— —
AB =B - A=(10,0,-20), AC =C — A= (0,15, —30).
Un vector normal se obtiene con el producto vectorial:

— —
AB x AC = (10,0, —20) x (0,15, —30)

= (300, 300, 150) = 150(2, 2,1).
Asi, ((2,2,1)) es normal. Como (A) es el origen, la forma general de o es
oc:2x+2y+2=0.
La perpendicular por (D) tiene director normal ((2,2,1)). La escribimos en forma paramétrica:
s: =142\, y=2+2)\ 2=-14+) AR

El pie de la perpendicular es la interseccion con g

L+ 20) +2(2+20) + (-1 +A) =0— 5+ A =0— A= >

9’
10 10 5 18 14
P_(l_?’z_?’_l_E)_ (_5’5’_?)'

3.2.3 Distancia de D al plano 7
Aplicamos la férmula de distancia a un plano general:

20)+3@2) - (=1 _| 9 |
V22437 + (-1 | V14

Sustituimos:

d(D,w) =
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Fg= =
Pregunta 4 - Analisis
El enunciado permite elegir 4.1 0 4.2. Se desarrollan las dos opciones.

Opcion 4.1 - Evolucion del coeficiente de gravedad
El modelo da (F'(t)=t"2(10-t)), donde t > 0 representa dias desde el inicio.

4.1.1 Hallar F'(t) usando F'(0) = 6

Integramos término a término y anadimos la constante de integracion:
F(t) = /t2(10 —t)dt

= /(10t2 —t%) dt

10, 1,
= -ttt
3 it e

Usamos el dato inicial (F(0)=6):

6=13—0(0)3—%(0)4+C=>C=6.

1 10
F(t) = —Zt‘1 + ?t?' + 6.

4.1.2 Cuando se alcanza el maximo y cuanto vale

Como (F) es polinémica, su dominio matematico es R; en el contexto del problema solo consideramos t > 0. No tiene
asintotas verticales, porque es finita para todo (t). Cuando ¢ — +00, (F(t)-o0), asi que no tiene asintota horizontal.
Tampoco hay asintota oblicua: la pendiente tendria que ser el limite finito de (F(t)/t), pero (F(t)/t-o0).

Buscamos los puntos criticos resolviendo (F'(t)=0):
t2(10—t) =0 = t =00t = 10.
Para estudiar el signo en el dominio temporal, probamos un valor entre 0 y 10 y otro mayor que 10:
F'(5) = 52(10 —5)=125> 0, F'(15) = 152(10 —15) = —-1125 < 0.
Intervalo | (0,10) (10, +o0)

Signo de F'(t) + -
Comportamiento | Crece  Decrece

Ent = 0, la derivada vale cero pero no cambia de signo; ademas es el extremo inicial del intervalo temporal. En t = 10,
el signo pasa de (+) a (-), asi que hay un maximo absoluto para t > 0. Su valor es

F(10) —%(10)4 + ?(10)3 +6

10000
= —2500 + —— +6

= ? ~ 839.3333.

Conclusion: el coeficiente alcanza el maximo a los 10 dias y su valor es 2518/3, aproximadamente 839,3333.
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Opcion 4.2 - Area de un invernadero triangular
Sea (x) la longitud de uno de los lados y (y) la longitud comun de los otros dos. El perimetro impone

60 — z

z+2y=60 = y= 2

4.2.1 Obtener la funcion de drea A(x)

Tomamos el lado (x) como base. La altura parte la base en dos segmentos de longitud (x/2). Por Pitagoras en uno de
los triangulos rectangulos:

x 2
W (3) =v
9 60—z \? z\2
B = (—5— —(5) h = /900 — 30z.
60— 2 _ .2
SR k) el P

4

El area es base por altura dividido entre dos:

A(z) = 2\/900 ~30z.

Para que exista un triangulo no degenerado, (x>0) y (h>0):
900 — 30z > 0 = = < 30.

Por tanto, el dominio fisico esta formado por las longitudes x estrictamente comprendidas entre 0 y 30 metros. Cuando
X se aproxima a cualquiera de esos extremos, el area tiende a 0. No hay asintotas verticales; como el dominio esta
acotado, tampoco hay extremos infinitos que puedan producir asintotas horizontales u oblicuas.
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4.2.2 Maximizar la eficiencia f(z) = A(x)?2

Como (A(x)0), maximizar (f(x)=A(x)"2) equivale a maximizar el area. Primero desarrollamos la funcién:

2 2 1
f(z) = (3300 —30z) = = (900 — 302) = 2250 75;53,

El dominio de f es el mismo: x esta estrictamente entre 0 y 30 metros. Es un polinomio en un intervalo acotado: no tiene
asintotas verticales y no hay extremos infinitos del dominio para comprobar asintotas horizontales u oblicuas.
Derivamos y buscamos los puntos criticos:

45 , 45
2022 = 2020 —
5 T 2:1:(0 z),

fl(x)=0 = z=00z=20.

f'(z) = 450z —

El punto & = 0 queda en la frontera (y no pertenece al dominio fisico). Probamos un valor a cada lado de 20:

4 4 2
£(10) = 75(10)(10) — 2250 > 0, £(25) = 75(25)(—5) _ —562—5 <o.
Intervalo | (0,20) (20,30)
Signo de f'(x) + -
Comportamiento | Crece Decrece

La eficiencia crece hasta £ = 20 y luego decrece. Ademas, el area tiende a cero en ambos extremos del dominio, asi
que el maximo hallado es absoluto. Para & = 20, los otros dos lados miden (60 — 20)/2 = 20 m: el triangulo es
equilatero. Su area es

20
A(20) = 7,/ 900 — 30(20) = 10+/300 = |100v/3 m? | ~ 173.2051 m?.

Conclusion: la eficiencia estructural es maxima cuando x = 20 m; en ese caso, el area del invernadero es 100v3 m?2.
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