Matematicas II Junio 2002

EJERCICIO A

PROBLEMA 1. Para cada terna de ntimeros reales (x,y,z), se consideran las matrices

Xy z 2 x 1
A=[1 1 -1|, B=[1 y -1
3 5 5 2 z -1
1) Calcular los determinantes de las matrices A 'y B . (I punto)
11) Para x=y=z=1, calcular el determinante de la matriz producto A B . (0,3 puntos).
1i1) Obtener, razonadamente, para que valores de x, y, z, ninguna de las matrices A y B tiene inversa.
(2 puntos).
Solucion:
i)
Xy z
|Al=[1 1 —1|=5x+5z-3y—-3z-5y+5x=10x-8y+2z
3 5 5
2 x 1
B=[1 y —ll=-2x+z-2x—2y+2z+x=—x—4y+3z
2 z -1

ii) Parax=y=z=1
El determinante de la matriz producto es el producto de los determinantes, luego
det(A.B)=det(A).det(B)=(10.1-8.1+2.1)(-1-4.1+3.1)=4(-2)=-8

iii) Para que A y B no tengan inversa sus determinantes deben ser nulos. Debemos resolver el sistema
{10x—8y+2z =0
-x—4y+3z=0
Como es un sistema homogéneo, serd compatible. Veamos el rango de la matriz de coeficientes,
10 -8
-1 -4
Resolvemos el sistema usando x e y como incognitas principales,
10x -8y =-2¢7 2 [Sx—4y=-z
{— x—4y=-3z N x(—l){x +4y =3z
Sumando ambas ecuaciones: 6 x=2z ; x=27z3
Sustituyendo en la 2° ecuacion,

‘ =—40-8=—48#0 — ran(M)=2<n’incognitas — S.C. Inde.

Z z 8z 2z
—+4y=3z = 4y=3z-— - 4dy=— — =—
3 YT YTHRTY Y73 Y73

Solucion: los valores de x, y, 7 para los que ninguna de las matrices A y B tiene inversa son:

lel
3
2
=—1 AR
y 3 €
=1
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Matematicas II Junio 2002
EJERCICIO A

PROBLEMA 2. Dados los puntos A=(1,-2,3) y B=(0,2,1), se pide:

a) La ecuacion paramétrica de la recta que pasa por ambos puntos. (1,1 puntos)

b) La ecuacion del plano 7 que estd a igual distancia de A 'y de B. (1,1 puntos)

c) La distancia al origen de la recta interseccion del plano 2y-z=0 con el plano 7 del apartado b). (1,1 puntos)

Solucion:
a) Ecuacion paramétrica de la recta que pasa por A 'y B.
punto A(1,-2,3)
vector director AB = (—1,4,2)
Por lo tanto la ecuacion paramétrica de la recta r es:

De la recta r sabemos {

x=1-A4
riqy=-2+44 AeR
7=3-24

b) El plano que estd a igual distancia de los puntos A y B pasard por el punto medio del segmento AB y serd

perpendicular al vector E

M puntomediodeﬁz 1+O,_2+2,3+1 = 1,0,2
2 0 2 2

e

AB(—1,4,2), este es un vector ortogonal al plano.

La ecuacion del plano buscado serd —x +4y—2z+ D =0 con la condicion de que pase por el punto M, luego

_—1+4.0—2.2+D=0 - _—1—4+D=0 - D=l+4=2
2 2 2 2

9
La ecuacion del plano serd —x+4y—2z+E=0 -2x+8y-4z+9=0

c)
—2x+8y—-4z+9=0

2y—2z=0

La distancia del origen ( O ) a la recta s la calculamos mediante la expresion,

La ecuacion de la recta s, interseccion de los dos planos, serd S {

- -
PSO X vS
_ Necesitamos encontrar un punto y un vector director de la recta s.
d(0,s) = . .y
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de s.
vS
-2x+8y—-4z+9=0 -2 8 . L
como =-4+#0 Xx,yincognitas principales.
2y—2z=0
{—2x+8y =-9+4z
Z
2 =7 —> y=—=
Y 2

sustituyendo en la 1° ecuacion
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d(O,s)=
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Matematicas II Junio 2002

EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Las horas de estudio y las calificaciones en Matematicas de siete alumnos han sido:
10 20 30 40 50 60 70
Horas de estudio | 17 | 17,5 | 13 |17 | 17515 | 4
Matemaéticas 8 9 6 | 7 8 6 | 2

a) Halla el coeficiente de correlacion entre las calificaciones en Matemadticas y las horas de estudio de esos alumnos.
(0,5 puntos)

b) Explica el significado del coeficiente de correlacion. (1 punto)

c¢) Explica razonadamente como se estima la calificacién en Matematicas que obtendria un alumno al estudiar 20 horas.
(1,8 puntos)

Solucion:
a) Para hallar el coeficiente de correlacion entre las calificaciones en Matemdticas y las horas de estudio debemos
realizar los siguientes cdlculos:
usamos las variables x = horas de estudio e y = calificacion en Matemditicas,

Xi Yi Xi2 Yi2 Xi . Yi
17 8 289 64 136
17,5 9 306,25 81 157,5
13 6 169 36 78
17 7 289 49 119
17,5 8 306,25 64 140
15 6 225 36 90
4 2 16 4 8
101 46 1.601 334) 728,5
2= anssTi o = 1001 2 45383
7 7
3=30_ 6571429 o, = |2y 2218523
7 7
=235 2925510

Ory
p=—22"=0961299
o, 0,

b) Como el coeficiente de correlacion es 0796, cercano a 1, la relacion entre las variables es positiva y muy fuerte,
es decir, a mds horas de estudio mayor serd la calificacion en Matemdticas.

c¢) Como la relacion entre las variables es muy fuerte y el niimero de horas de estudio ( 20 h ) estd cerca de los
valores analizados, podemos estimar la calificacion de Matemdticas a partir de la recta de regresion de la
calificacion de Matemdticas (y ) sobre el n° de horas de estudio ( x ).
La expresion de esta recta de regresion es,
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y=y =252 (%)

O-X
y—6571429 = &1022 (x—14428571)
(4523183)
para x =20
y—6571429 = &1022 (20—-14°428571)
(4523183)
y=9092=91

Un alumno que estudie 20 h estimamos que obtendrd una calificacion en Matemdticas de 9°1.
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Matematicas II Junio 2002

EJERCICIO A
a—1 9
PROBLEMA 4. Hallar el valor positivo de a para que J. (x+1) dx == (2 puntos).
2

0
Obtener, razonadamente, la integral que da el 4rea de la superficie comprendida entre el eje OX, la curva y=x+1 y las

rectas x=0 y x=2. (/,3 puntos)

Solucion:
a)

1
9
_([(Hl)alx_E

G ] 9

TO )

(@-1+1)> (0+1)* 9
2 2 2

a2_1_9

2 2 2

a’*-1=9 — a’=10 — a=%J10
Como a debe ser positivo 4 — \[1()

b) La representacion grdfica de la superficie cuya drea debemos calcular es la siguiente

3

El drea la obtenemos a partir de la siguiente integral definida

2 2 2
A:I(x+1)dx= M o1 8—4u.a.
0

2 T2 2 2
0
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Matematicas II Junio 2002

EJERCICIO B
4 3 1
PROBLEMA 1. Para cada nimeroreal A, M(1) eslamatriz M1)=|2 1 2 Se pide:
A A -1
1) Obtener el determinante de la matriz M () y justificar que para cualquier nimero real 4 existe la matriz

M@~ inversa de M(4) | (1,3 puntos).
ii) Calcular la matriz M(0)" (I punto)
iii) Si A=M(8), B=M(4) y C=M(3), calciilese, razonadamente el determinante de la matriz producto A B'C'.

(I punto)
Solucion:
i)
4 3 4
MD|=2 1 2|=—4+22 +61-1 -81+6=1"-21+2
A4 -1

Veamos para que valores de A |M (/1)| =0

2+.04-4.1.2 B 2++—4 no tiene soluciones

2.1 2 reales
Es decir que para cualquier valor de Ae R |M(/l)| #0 porloque YAiecR 3 M(ﬂ)‘l

AP -2142=0 — A=

ii)
43 0
M©O=[2 1 2 |M(©0)=0>-2.0+2=2
00 -1
‘1 2‘ ‘2 2‘ 2 1
43 0 (3)‘012‘012(3) 1 -2 0 1 2 0 13 6
2 1 2%‘0_1“0_1‘00:—3—4 0 |—2 5|3 -4 0 |—2sl2 -4 -3
00 -1 30 oo la 3l L6 8 -2 6 -8 -2 0 0 2
120 22 |21
-1 3
1 1—1 3 6 > 3 3
> MO =22 4 -8l=[ 1 -2 4
0 0 2 0 0 -1
iii)
Aplicando que |A.B|=|A||B| y que ‘A—l‘:ﬁ
‘A.B'l .C‘l‘ =|A| ‘B‘l‘ ‘C‘l‘ =|A|%%:|M(8)|ﬁﬁ:
8 |c] M @ M 3)

1 1 oL 1_

82 -2.8+2) 5 . =50 —— =
4°-2.4+23°-2.3+2 105

1
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Matematicas II Junio 2002

EJERCICIO B

PROBLEMA 2. a) Hallar la distancia del punto P=(3,-1,4) alarecta r interseccion de los planos: (/,8 puntos)
T 2x+y—z+5=0
T, 4x+4y—-z+9=0

b) Hallar la ecuacidn del plano que pasa por larecta r y el punto P. (/,5 puntos)

Solucion:
a) Como al sustituir las coordenadas del punto P en el primer plano, 2. 3 — 1 —4 + 5 = 6, el punto P no pertenece a
la recta r. Calculamos la distancia entre P 'y r mediante la expresion.

- -
P.Pxv.|  Para utilizar esta expresion debemos conocer un punto de la recta r y su vector director.
d(P,r)= Obtengamos las ecuaciones paramétricas de r. Resolvemos el sistema formado por los dos
v, planos
2x+y-z+5=0 2 1
como =8-4=4=0
4x+4y—-z+9=0 4

podemos tomar x e y como incognitas principales, el sistema a resolver seria
2x+y=-5+z7
4x+4y=-9+z

-5+z 1
-9+z 4 -20+4z+49-z -11 3
X = = = +—Z
4 4 4 4
2 -5+z
4 -9+ —18+2z+20-4z 1 1
Y 4 4 2
x=j él
4 4
Las ecuaciones paramétricas de r serdn r:yZ%—%l AeR
z=41
x=—11, 35 SSLI+I5T
4 4 4
1, Nl 1-5 >3 -1
A=5 {y=—-—5="Z"c ! P.(,-25 2, 1]=3,-2,4
para y 275 5 uego P,.( )y Vr(4 2 j ( )
z=5

R
PP.(3-1,-1+2,4-5=(2,1,-1)

- o o

- - ! J k -1 -1 -2 =1 = 1
PP xv, =2 1 -—1=i —J +k =(2,-11,-7)
-2 4| 3 4] B -2
3 -2 4
— —
PP xv,|= Jzz + (=112 +(=7)* =J4+121+49 =174

=32 +(=2)2+4% =9+4+16 =29
174 17

ap, =374 _ 1% _ e

J29 V29

N
Vi
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b) Al plano que pasa por la recta r y el punto P lo llamamos §
De este plano conocemos un punto y dos vectores directores que son,

Punto P(3,-1,4)
- -
vector u=v,(3,-2,4)

- -
vector w=PP.(2,2,-1)

x=3 3 2
La ecuacion implicita del plano serd  |y+1 -2 1[=0
z—4 4 -1
Desarrollando por la primera columna,
- 1 3 2 3 2
(x=3) 4 _1—(y+1)4 _1+(Z—4)‘_2 1‘20

(x=3)2-4)—-(y+1)(-3-8)+(z—4)(3+4)=0
—2x+6+11y+11+7z-28=0
—2x+11y+7z—-11=0

El plano que pasa por la recta r y el punto P es O:—2x+11y+7z—11=0
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Matematicas II Junio 2002

EJERCICIO B

PROBLEMA 3. Considerar las funciones definidas para v >0,  f(x)=arcsen

y g(x)=arccos

X 1
1+ x? V1+x?
Calcular f(x) y g(x)y expresarlas del modo mds simplificado posible. (2 puntos)
Comparar los resultados y deducir justificadamente la diferencia entre f{x) y g(x). (1,3 puntos)

Solucion:
a)
/1+x2—x 2x 1+x2—x?
£ = 1 241+ x* 1 Vitx?
B 2 —\2 B 2 2
- = 1+ x2
/ 2
1+ x
_ 1 1 _ 1 1 1
1+ x2 —x2 (1+xz)\/1+x2 \/ 1 (1+x2 1+ x? 1+ x?
1+ x? 1+x°
2x - X

.o -1 241+ x> 1 Vi+x?

g (x) - = - y ¥,
1 (\/1+x2j 1- . T
-] —— 1+x
\/1+x2
_ 1 X _ 1 X _ 1 X (i) 1
/1+x2—1 (1+x2)\/1+x2 \/xz (1+x2 1+ x? \/)c2 (1+)c2 1+ x2 1+x°
1+ x? 1+ x? 1+ x?

(a)comox>20 —

/ 52
Lo obtenido indica que f’(x) = g’(x).

Como f{x) y g(x) tienen la misma derivada ambas funciones se diferencian en una constante, es decir,

fix)—g(x)=K
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Matematicas II Junio 2002

EJERCICIO B

PROBLEMA 4. El 20% de los habitantes de una gran ciudad votan al partido politico B. Se seleccionan al azar tres
habitantes y se pide calcular razonadamente:

a) La probabilidad de que los tres voten al partido B. (1 punto)

b) La probabilidad de que ninguno vote al partido B. (/ punto)

c) La probabilidad de que solamente uno vote al partido B. (7,3 puntos)
Nota: El nimero de habitantes es tan grande que siempre se puede considerar que después de seleccionar uno dos o tres ciudadanos se tiene que un
20% de los no seleccionados son los que votan al partido B.

Solucion
Consideramos la variable aleatoria X = n° de habitantes, de un grupo de 3, que votan al partido B.
Segiin indica la nota del problema X es una variable aleatoria binomial de pardmetros n=3 y p=02.

a) El suceso A = Los tres votan al partido B= (X =3)

3 1 3 1 0 1
P(A)=P(X=3)=(3j02 08° =0008

b) El suceso B = ninguno vota al partido B=(X=0)
3
P(A)=P(X =0) = [oJ 02° 08° = 0512

c) Elsuceso C = solamente uno vota al partido B=(X=1)

P(A)=P(X =1)= @ 02' 082 = 0384
- =n=| -
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