PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Julio de 2017 - Convocatoria extraordinaria

Se resuelven las dos opciones. Las rectas se expresan en forma paramétrica y los planos en forma
general.

Opcion A

A.1. Relaciones entre matrices

Sean A y B matrices cuadradas de orden 3, con
A2=_A—1, 2B3 = B,

donde I es la matriz identidad de orden 3.
a) Invertibilidad de A y calculo de A3. Reordenamos la primera igualdad:

A2+ A=—1.
Factorizamos A por la izquierda:
AA+I)=-I = A(-A—-I)=1

Como A es cuadrada y tiene inversa por la derecha, es invertible. La matriz que acompana a A es
su inversa:

Al=_A-1I
Para calcular A3, usamos la relacion dada:
A3 = A%4A
= (-A-DA
=_-A*-A
=—(—A-I)-A4A
=1I.
Por tanto,
A3 =1.

b) Valores posibles de det B. Definimos d = det B. Tomamos determinantes en 2B% = B. Como
B es de orden 3, det(2B3) = 23 det(B3):

8d® =d,
8d%> —d =0,
d(8d® — 1) = 0.

Asi,d = 0 0 8d® = 1. En el segundo caso:

£=t d=ii=i£.
8 V3 4

Los valores posibles son

‘detBe{O,g,—g}.‘

X ”

Academia de Matematicas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacion Selectividad, PCE y +25 https://tuprofealrescate.com


https://tuprofealrescate.com

c) Calculo de det(B?) cuando B es invertible. Como B tiene inversa, multiplicamos 2B% = B por
B! aladerecha:

2B}B'=BB! — 2B?2=1.

Tomamos determinantes en ambos lados. De nuevo, B? es de orden 3:

1
det(2B?) = detI —> 23det(B%) =1 — |det(B?) = 3

A.2. Posicion relativa de una recta y un plano con parametros
La recta viene dada como interseccion de los planos

z—2y—2z=1,
z+3y—z=1.

Primero la pasamos a forma paramétrica. Restamos la primera ecuacion de la segunda:
(x+3y—2)—(x—2y—22) =0 = Sy+2=0 = z= —by.
Al sustituir en la primera ecuacion:
z—2y—2(-5y) =1 = z+8y=1 = z=1-—8y.

Tomamos y = t, con t € R. Asi obtenemos el punto Py = (1,0, 0) y el vector director
d=(-8,1,-5):

z=1-8t,
r:Qy=t, teR.
z = —bt,

El plano, escrito en forma general, es

m:2x+y+mz—n=20.

Sustituimos las coordenadas de 7 en el plano:

2(1—-8t)+t—5mt—n=0,
2—-n—-5m+3)t=0,
—5(m+3)t=n—2.

Esta ecuacion determina como se cortan la recta y el plano.

a) Valores para que se corten en un punto. Si m # —3, el coeficiente de ¢ no es cero y existe un
unico valor:

2—n
t=——.
5(m + 3)
Por tanto, para cualquier n € R, la recta y el plano se cortan en un punto cuando
m# -3, n € R.
b) Valores para que no se corten. Sim = —3, la ecuacion de interseccion queda 0 = n — 2.

Cuando n # 2, es imposible, asi que no hay punto comun:

m= -3, n # 2.
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c) Valores para que 7 esté contenida en 7. Para que todos los puntos de la recta pertenezcan al
plano, la igualdad debe cumplirse para cualquier . Esto requiere que el coeficiente de £ y el término
constante sean ambos cero:

—5(m+3)=0, n—2=0.

Por tanto,

m=—-3, n=2.

A.3. Funcion ciibica y areas
Se considera

f(z) =23 — az, a > 0.

El dominio es R, porque f es un polinomio y los polinomios estan definidos para todo nimero real.

a) Cortes con los ejes y crecimiento. Para hallar los cortes con el eje &, ponemos f(z) =0y
factorizamos:
2 —ar=0 = z(2’-a)=0 = =00 2z’ =a.

Comoa > 0, las raices sonx = 0, :I:\/E. El corte con el eje y se obtiene poniendo z = 0, y es
también el origen. Por tanto, los puntos de corte son

(_\/aa 0)7 (07 0)1 (\/aa 0)

Derivamos para estudiar la monotonia:

f'(z) = 322 — a.

Los puntos criticos satisfacen

32°—a=0 = z=1% %.
Escribimos ¢ = m > (. Probamos el signo de la derivada en cada intervalo:
Intervalo | Valor de prueba | Derivada en el valor de prueba | Signo y comportamiento
(—o0, —¢) —2¢ 3(2¢)2 —a = 3a +: creciente
(—c¢,¢) 0 —a —: decreciente
(¢, +00) 2c 3(2¢)2 —a = 3a +: creciente

En consecuencia, f crece en

y decrece en

i)

El signo cambia de + a — en * = —¢, asi que alli hay un maximo relativo. Su ordenada es

f(=c)=—-c+ac=cla—-c?) = 2?a %z 2;\\//;.
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En & = ¢, el signo cambia de — a +, asi que hay un minimo relativo, con valor opuesto. Los

extremos son
2 / 2
maximo: (— g,a_\/a), minimo: ( 2,— a\/a).
V'3’ 3v3 3v/3

b) Graficaparaa = 9. La funcion es f(:c) =3 — 9z, cuyo dominio sigue siendo R. Sus cortes
con el eje z son (—3,0), (0, 0), (3,0). Del estudio anterior, f'(z) = 3z% — 9 se anula en

& = +4/3: hay un maximo en (—\/5, 6\/5) y un minimo en (\/5, —6\/5). Ademas, al ser f impar,
su grafica es simétrica respecto al origen. Con estos puntos se traza la curva:

Maximo (-3, 6+3) y

° /

Minimo (V3, -6+3)

c) Area encerrada en el primer cuadrante si a > 1. Las intersecciones de y = z3 e Yy=azr
satisfacen

2 =ax = z(z® —a) =0.

En el primer cuadrante se encuentranenz = 0y £ = y/a. Para0 < = < +/a,

ax — 23 = z(a — :1:2) > 0, asi que la recta esta por encima de la curva. El area es la integral de la
diferencia:
2 4
3 ar x
ar —z°)de = —— —+C
Va
A(a) = (az — %) dz
0
B [awz 24 ] Va
2 4],
. a? a?
2 4
|4

d) Valor de a para que las areas coincidan. El area bajoy = z3, entrex =0 y & = 2, se calcula
asi:
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4
/x3dw=%+0,

2 24 2
.A2=/ z3dx = [—] = 4.
0 4 1o

Igualamos esta area con la del apartado anterior:

a2

T=4 — a2 =16 — a = +4.

Como en el apartado c) se exige a > 1, solo sirve a = 4:

Opcion B
B.1. Matriz inversa y potencias
Se dan
0 0 -1 1 0 0
A=10 1 0 }|,I=]0 1 0
1 0 O 0 0 1
a) Inversa de A. Calculamos las potencias necesarias, multiplicando filas por columnas:
A*=A-4A
[0 0 -1 0 0 -1
=10 1 O 0 1
\1 0 0/ \1 0 o
(—1 0
= 0 1 0
\o 0 -1
Multiplicamos ahora A2 por A:
A3 = A%4A
-1 0 O 0 0 -1
= 0O 1 0 01 0
0 0 -1 1 0 O
0 0 1
= 0 1 0
-1 0 O

Comprobamos directamente que el producto de A3 por A es la identidad:
0 0 -1
A3A = 01 0
-1 0 O 1 0 O
=I.
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0
Al=43=1]0

o = O

1
0
0

-1

b) Comprobacion de que A* = I. Elevamos al cuadrado el resultado de A2

A4 — A2A2

1
=10
0

0
0| =[1]
1

NOI—‘O

c) Calculo de A7, A30 A0 como A% =
Dividimos cada exponente entre 4:

7=4-1+3,30=4-7+2, 100=4-25+0.

, las potencias se repiten cada cuatro exponentes.

Asi,
0 0 1
AT=(AYhA3=143=A3=|| 0 1 0]}
-1 .0 0
-1 0 0
AN = (AYHTA2=TA>=A>=[| 0 1 0 |}
0 —1

A0 _ (A4)25 L s,
La matriz es ciclica de periodo 4: la primera potencia positiva que vuelve a la identidad es Al

B.2. Posicion relativa entre recta y plano
La recta esta dada en forma simétrica por

z—1 y z—1

- = ’
4 a -1
y el plano es 2¢ — y + bz = 0. Para discutir todos los valores de a, escribimos la recta en forma
paramétrica tomando como parametro el valor comun t:

z=1+44t,
r:{y=at, teR.
z=1-1,

Esta forma paramétrica también permite estudiar @ = 0: en ese caso y = 0, sin dividir por el
parametro a. El plano, en forma general, es

w: 2z —y+bz=0.

a) Interseccion cuandoa = —b = 1. Esto significaa = 1y b = —1. Sustituimos la recta en el
plano:
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21+4t)—t—(1—¢) =0,
1+8t=0,

t=——.
El punto de corte se obtiene sustituyendo este valor en la recta:

(D (D)-Ea)

b) Distancia cuando a = b = 4. En este caso la recta es

r: (z,y,2) = (1+4¢,4¢,1 —¢).

Al sustituir en el plano 2z — y 4+ 4z = 0:
2(1+4t) — 4t +4(1 —t) = 6.

La expresion vale 6 para todo ¢, no 0. Por tanto, la recta es paralela al plano y no esta contenida en
¢l. Para hallar la distancia usamos un punto de la recta, por ejemplo Py = (1, 0, 1), y la férmula
punto-plano:

2(1) — 04+ 4(1 6 2v/21
d(r,m) = d(Py,m) = 2D Z0+AW] 6 .
V22 +(-1)2+42 V21 7
c) Posicion relativa para cualquier a, b € R. Sustituimos la forma paramétrica de 7 en el plano:

2(1 +4t) —at 4+ b(1 — t) = 0,
24+b+(8—a—b)t=0.

Distinguimos casos segun el coeficiente de t:

- Si8 —a — b # 0, la ecuacién tiene un Unico valor de ¢. La recta y el plano se cortan en un punto;
equivalentemente, @ + b # 8. -Si8 —a — b = 0, entonces a + b = 8. La ecuacién queda

24+ b=0.Sib= —2, también a = 10, y la igualdad se cumple para todo t: la recta esta contenida
en el plano. - Sia + b = 8 pero b # —2, queda una igualdad imposible entre cero y un nimero
distinto de cero: no se cortan y son paralelos.

En conclusion,

a+b#38 : r corta a 7 en un punto,
a+b=28,b# —2 :r| 7ynosecortan,
(a,b) =(10,—-2) :rCm.
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B.3. Area maxima de un tridngulo
Los vértices son O = (0,0), A = (z,y) y B = (0,y), conz > 0,y > 0. El lado AB es horizontal

y mide x; por Pitagoras,
AB =1z, OA = /22 + 2.
La condicién del enunciado es OA + AB = 30 metros:
z? 4+ y? + z = 30.
Como la raiz es positiva, 30 — = > 0. Despejamos ¥:
Ve + 92 =30 -z = 22 + 9% = (30 — z)?

— 9% = 900 — 60z
= y = v 900 — 60z.

Ademas de £ > 0, se necesita 900 — 60z > 0, ya que y > 0. Por tanto, el dominio geométrico es

0 <z <15.]

La base del triangulo mide & y su altura mide y. Asi, el area, en metros cuadrados, es

S(z)z%zgvgoo—ﬁox, 0 <z < 15.

Derivamos para buscar el maximo:

1 T —60
S'(z) = =900 — 60z + — -
(@) 2 2 24/900 — 60z
900 — 60z — 30z 45(10 — z)

2900 —60z /900 — 60z

El denominador es positivo dentro del dominio. Igualamos a cero:

S'(z) =0 < 45(10 —z) =0 <= z = 10.

Comprobamos el signo de la derivada antes y después del punto critico:

Intervalo | Valor de prueba Signode S’ Comportamiento
(0,10) 5 +, pues S’(5) = 225/4/600 > 0 Creciente
(10,15) 12 —, pues S’(12) = —90/+/180 < 0 Decreciente

El area crece hasta € = 10 y decrece después. Ademas, tiende a 0 en los extremos del dominio, por
lo que en £ = 10 se alcanza el maximo absoluto:

Calculamos el area maxima:

y(10) = v/900 — 60 - 10 = v/300 = 10v/3 m,

10-10v/3
S(10) = T‘/_ =|504/3 m?| ~ 86,60 m?.
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