Matematicas II Junio 2022

-1 2 -1 0 1 0 0 -1
a) Demostrar que C —A B tiene inversa y calcularla. (4 puntos)
b) Calcular la matriz X que verifica C X = A B" X + I, donde I es la matriz identidad.
(3 puntos)
c) Justificar que (A B" )" = 2" I para todo nimero natural n. (3 puntos)

1 0 1 1 1 1 1 1
Problema 1. Dadas las matrices A :( } B :( j yC= ( ] . Se pide

Solucion:
a) Cdlculode C-A B"

1 0
1 1 1 ,
B = — B =|1 1

0 1 0
1 0

-y 6 90 )

Calculemos el determinante de C —A B!

c-AB|= =320 — 3(c-aB")’

-1
0 -3

Calculemos la inversa de C—A B'

r -] ] \menores( —3 () \adjuntos( —3 () \traspuestal —3 —]
C-AB = — - —
0 -3 1 -1 -1 -1 0 -1
-7 -1
-1
vz

1 =Y

Por tanto C-A B" tiene inversay es 0 - %

- -3 -1
Finalmente, (C —A BT) ! :l
3Lo0 -1

b)MatrizX?/CX=AB X +1
CX=AB"X+1 - CX -AB"X=1 - (C-AB")X=1 portanto X=(C—-AB")"

iy —%

Luego, X = -]
2
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c) Justificar que (A B' )" = 2" I para todo niimero natural n.

20 1 0
En el apartado a) hemos obtenido que A B = (0 2} = 2(0 ]j =2] — (A BT)' =27

Calculemos (A BT)2

2 0\2 O
(ABT)ZZ(O 2](0 2j:21212412=221, se cumple paran = 2.

Supongamos que se cumple (A BTY =2"1, comprobemos que también se cumple para n+1.

(A B" YH = (A BTY (A BT)= 2" [21=2""1"=2""1, que es lo que queriamos comprobar.

Por induccién hemos comprobado que: (A B' )" = 2" I para todo niimero natural n.
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m 0 m-1
Problema 2. Dada lamatriz A=|—-2m m? 1 . Determinar:
0 2m 1

a) Elrango de la matriz A en funcién del pardmetro real m. (4 puntos)

b) La matriz inversade A enelcaso m=2. (4 puntos)

¢) El nimero real m para el cual el determinante de la matriz 2A es igual a -8.
(2 puntos)

Solucion:
a) ;ran(A) en funcion de m?
Estudiemos [A/,
m 0 m-1
|A| =-2m m’ 1 |=m’—4m’(m—1)-2m* =m’ —4m’® + 4m’ = 2m’ = =3m’ + 2m* = m*(2 - 3m)
0 2m 1
m =0 — m=0

m*(2-3m)=0 2
2-3m=0 — 2=3m — m:§

Por tanto,

Si m# 0 y% — /A/#0 — ran(A) =3

Sim=—,
z 0 ——1 g 0 __]
3 , 3 sabemos que |A| =0
A= _23 2 iy = -4 4 ] % 0| 24 8§
3 3 3 9 como =——=—=%#0 — ran(A)=2
8 4 —A % 39 27
0o 2= 1 0 - 1
3 3
Sim=0,
0 0 -1
Alo 0 1 sabemos que|A|=0
0 0 1

Cualquier menor de orden 2 de esta matriz contiene una columna de ceros por lo que los menores
de orden dos son nulos.
—]|=-1#0 — ran(A)=1

Como, por ejemplo,

Finalmente,

Si m#0y %, ran(A) = 3; sim= %, ran(A)=2 y sim=0, ran(A) =1
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b) gA'J, param =2?

Como 2#0y %, por lo calculado en el apartado anterior, JA/#0 — FA™

Sim=2, A=|-4

2

0

0 1
4 1
4 1

Sabemos que |A| =m’(2-3m) — |A|m:2 = [m2 (2 —3m)L:2 =2’(2-3-2)=-16

Calculemos A'I,

4
2 0 i
menores 0

A=|-4 4 -
0 4 +
0
4
) _ 1
Finalmente, A~ =——
-16

c);m?//2A/=-8
[2A/={porseA3x3)2°/A/=8/A] = 8/A/=-8 — [A/=-1
Como |A| =m?(2—3m) debemos resolver:

m’(2-3m)=-1 — 2m*=3m’=—-1 — —3m’+2m*+1=0

~ NN NN~

-16

—4 1 |-4 4
iy
21 2o
b
2 112 o
1
0 4 -4
4 2 -6|=

-8 8
—1

Resolviendo la ecuacion por Ruffini:

1

-3

2

-3

0

-1

1

—+

-3 -1 -1 0]

0 -4 -16)
4 2 8§ |5
4 6 8

o Y
z _% %

2-3

Portanto,/ZA/=—8 para m = 1.

—1x-11
6

La vinica soluciones m=1

0 4
4 2
-4 -6

-16
-8
8

traspuesta

%

Queda por resolver — 3mP—m—-1=0; 3m’+m+1=0

o mIENF 430

sin soluciones reales
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Problema 3. Dadas las rectas r: {x < S :{x ¢

y=2-3z 0 ly=4z-3"
a) Indicar justificadamente la posicion relativa de las rectas r y s. (5 puntos)
b) Hallar la ecuacion de larecta [ que pasa por el origeny cortaa r y s. (5 puntos)

Solucion:
a) ;Posicion relativade r y s?
Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas.

i—z—] x=—I1+4 R(—],Z,O)
:{ I — riiy=2-31 - rii,
y=4-932 =1 v(1,-3,1)
=4-5
x=4-5z R P(#.-3.0)
: - s:3y=-3+4u — s:4,
y=4z-3 _u v(=5.4.1)
| I =515
- > !
Estudiamos la matriz [vr v, | ,Pé},es decir: M'=|-3 4 |-5
|
1 110
Rango de M, { M es 3 x 2, luego mdximo rango de M es 2}
H=1%0
1 =5
=4-15=-11#¥0 — ran(M)=2
-3 4
Rango de M’, {M~" es 3 x 3, luego mdximo rango de M~ es 3.
1 -5 5
Elmenor: -3 4 —5=—-15+25-20+5=-5#0 — ran(M")=3
1 1 0
Como ran (M) =2, las rectas no son paralelas y como ran(M’) = 3, las rectas r y s se cruzan en el
espacio.

b) ; recta l? /l pasa por el origen y corta a las rectas r y s.
Construyamos los siguientes planos:
7 contienea r 'y al origen 'y  O: contiene a s y al origen, por tanto [ serd la interseccion de ellos.

Para obtener la ecuacion de cada plano necesitamos un punto y dos vectores directores del plano.

Plano 7

r:{i(_l,z’()) punto 0 (0,0,0) X=0 y—0 z-0

v(1,=3. )1 v(1,=3,1) — =| 1 =3 1]=0
vectores ( "

0 (0,0,0) OF, (~1.2.0) o2 ’

X 'y z

1 -3 I|=0 —» 2z-y-37z-2x=0 — -2x-y—-z=0 — 2x+y+2z=0

-1 2 0
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P4,-3,0

s:{_j( ) punto 0 (0,0,0) X=0 y—0 7-0
v(-5.4.0)0 ;(_5,4,1) - 0: -5 4 1 |=0

vectores { *" 4 _3 0

0000 OF (4.-3.0)

Xy z

-5 4 1=0 — 15z+4y—-16z+3x=0 — 3x+4y—-2z=0

4 -3 0

2x+y+z=0
3x+4y—2z=0"

Finalmente, la ecuacion de la recta l es {
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x=—I1+a
Problema 4. Dados los planos 7;: 2x—y—-z+4=0 y &m,:{y=1+a+f ylarecta
z=a-p

1 2 -1

a) Calcular la posicién relativade 7; y m,. (3 puntos)

b) Calcular el punto P~ que es el simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del plano ;.
(4 puntos)

c) Calcular, si existe, el punto de interseccionde 7; y r. (3 puntos)

Solucion:
a) ¢;Posicion relativade m y 7?
Obtengamos la ecuacion general de 7.
punto (—1,1,0)

x+1 y—-1 z
7, W(,1,1) — m: 1 1 I|=0
vectores
v0.1,-1) o1 =
(x+])‘l I‘—(y—z)‘l vzl o0 S GaDD—(-D-(D4z1=0 —
1 -1 o -1 “lo 1

—-2x-2+y-1+z=0 — —-2x+y+z-3=0 = 2x—-y-z+3=0

T, 2x—y—2z+4=0 \_ i .
Los planos son: , como los coeficientes de x, y, 7 son proporcionales (iguales en este
Ty,:2x—y—2z+3=0
P . . ) 2 -1 -1 4
caso pero los términos independientes no proporcionales ) =—] =—] * 3 los planos son paralelos no

coincidentes.
Solucion: m; y m son planos son paralelos no coincidentes.

b) ;P°? /P es el simétricode P (1,0, 0 )respectode m;?
T 2x—y—-z+4=0

Calculemos la ecuacion de una recta, s, que pasa por P y es perpendicular a r.

punto P(1,0,0) x=1+24
g N - siqy=-4
vector director v, =n, (2,-1,-1) 7=

Calculemos el punto M interseccionde s y ;.
Sustituimos los valores de x, y, z de la recta en la ecuacion del plano:

2(1+2A)—(-A)—-(-A)+4=0
244 A+ A4+A+4=0;, 6A+6=0; 6A=-6; A= -1

Sustituyendo este valor de A en la ecuacion de s obtendremos M.
x=1+2(-1)=-1
y=—(-1)=1 — M(-1,1,1)
z=—(-1)=1
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P’ serd el simétrico de P respecto de M,

P;P =M — P =2M-P=2(-111)-(1,00)=(~3.2.2)

Solucion: el simétrico de P respectode m; es P(-3,2,2).

c)impMr?
Nos interesan las ecuaciones paramétricas de r.
; ) x=1+1
PEENL  SaN y=24
1 2 -1
7=2-1

Sustituyendo en la ecuacion del plano, ( 71: 2 x—y—-z+4=0)
201 +A)-2A -2 -A)+4=0; 2+2A-2A-2+A+4=0; A+4=0;, A=-4

Sustituyendo este valor de A en la ecuacion de r obtendremos el punto buscado.
x=1+A=1-4=-3
y=21=2(-4)=-8
z=2—-(-4)=6

Por tanto, existe el punto de corte entre r y m; yeselpunto (-3,-8,6).
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x’+3
x’ —4
a) El dominio y los puntos de corte con los ejes. (I punto)

b) Las asintotas de la funcion. (2 puntos)

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos. (3 puntos)
d) La integral de la funcion f(x). (4 puntos)

Problema 5. Consideremos la funcién £ (x) = . Obtener:

Solucion:
X +3
a) f)="5""
Dom f(x),

X’ —4=0; x¥*=4; x=tJ4=%2 > Dom f(x)=R-{-2,2}

Puntos de corte con

0°+3 -3 -3

e QY, x=0 — 0)= =— = |0,—

e 0, x f0=013- ( 4j
X +3

eje OX, f(x)=0 — =0; x*+3=0; x’=-3, sin solucion. f(x) no corta al eje OX.

2
X

Eldominio de f(x) es R—1{-2,2} y sélo corta al eje OY en el punto (0, _73j

b) Asintotas.

Verticales. Las posibles asintotas verticales son x =—-2 'y x=2,
2 2
Lim x2 +3 _( 2)2+3 :Z:m
=2 x* =4 (=2)"—=4 0

. xX*+3 2243 7 , :
Lim—; == =—=o0 — x=2 esasintota vertical.
=2 x*—4  2°—=4 0

—  x=-2 es asintota vertical.

Horizontales,
2 2
. X +3 ) . X .
Lim —; Z()ZLH’HZ:LH’HIZI
x—>—oo X — (o) X—>—o0 X xX——o0
) ) — y=1es la asintota horizontal.
. X +3 ) . X .
Lim —; =|—|=Lim—=LimI=1
T e co x40 X X—>+oo

Oblicua, como la funcion es un cociente de dos polinomios al tener a. horizontal no tiene a. oblicua.

Por lo tanto, las asintotas verticales son x=—2 y x =2 y la asintota horizontal es y = 1.

c) Monotonia y extremos.
x°+3 , 2x(x2—4)—(x2+3)2x 2%’ —8x—2x" —6x —14x
=" = 2 = : =
x°—4 (x —4)2 (x —4)2 (x —4)2
Estudiemos el signo de f(x). Obtengamos las raices del numerador y denominador de f(x).
—14x=0; x=0
(-4 =0, ¥*-4=0, ¥=4; x=tJ4=22
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Considerando el dominio de f(x) = 9?—{— 2, 2}, debemos estudiar el signo de f1(x) en los siguientes
intervalos,

| )
T /
2

0

Como el denominador de f(x) estd elevado al cuadrado es positivo, por tanto el signo de f(x) solo depende
del numerador que es un polinomio de primera grado (una linea recta) con coeficiente de x negativo que
pasa por el 0:

+\ﬁ-'-\ — fan\ —
O\K

Luego, f(x) es crecienteen (— o0,—2) U (—2,0) y esdecreciente en (0,2) U(2, + o).

o O

'
N

El tinico extremo de la funcion estd en x = 0 y como la funcion pasa de creciente a decreciente es un
mdximo relativo.

La funcion f(x) sélo tiene un mdximo relativo en (0 73j

X’ +3
d)jx2_4 dx

Como los dos polinomios son del mismo grado efectuamos la division,

¥’ +3 x*—4+4+3 x'—4 7 7
2 = 2 =72 +— =1+—
x —4 x —4 x -4 x -4 x —4
x’+3 7
Luego,j 74 dx:j 1+ Ry dx:_[]dx+j o N dx:x+_[ o dx

La integral pendiente es una integral racional,
7 7 A B AXx+2)+B((x-2)

Fod ()12 w2 xr2 . (-2)(+2) mAE DB

x=—2 — 7=A(2+2)+B(2-2) —» 7=—4B — B=_77

x=2 — 7=AQ+2)+B(2-2) — 7=4A — A:S

Entonces,
J'x27_4 J { x——l-/Z dx = J/ dx+J_/ dx == Ln‘x 2‘——Ln‘x+2‘
Finalmente, j X +3 dx=x+— Ln‘x 2‘——Ln‘x+2‘+C
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Problema 6. Se desea construir un cuadrado y un tridngulo equildtero cortando en dos partes un
cable de acero de 240 m. de longitud.
a) Calcular la suma de las areas del tridngulo y del cuadrado en funcién del valor x que
corresponde con los metros que mide un lado del tridngulo. (3 puntos)
b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el tridngulo de modo que la suma
de las dreas del tridngulo y del cuadrado sea minima y calcular el drea minima.
(7 puntos)

Solucion:

Se divide un alambre de longitud 240 m en dos partes.

Con una de ellas se construye un tridngulo equildtero de lado x [la longitud de esta parte serd 3 x |
y con la otra, de longitud 240 — 3 x, se construye un cuadrado [ de lado (240-3x)/4 ]

a) Area del tridngulo equildtero,
Aplicando el teorema de Pitdgoras:

2 2 2
=i 5 2= an 5 =X S
2 4 4

h 2 _ .2 2
=t e 3 h:"f

(como h es una longitud, h > 0)

N | X

Luego, A, = = =

Area del cuadrado,

A= (240 - 3sz _(240-3x)
4 16

La parte del cable usada para construir el cuadrado mide 240 — 3 x que deber ser positivo, luego
240-3x>0; 240>3x; 3x <240; x < 80. Luego x € [ 0, 80]

Finalmente, la suma de las dreas en funcion de la longitud del lado del tridngulo, x, es

NEl . (240 - 3xY

Sx)=—x" 0< x<80, x en metros.
4 16

b) ;x?/ S(x) sea minima.

S’(x):ﬁ.2x+i~2(240—3x).(—3)=£x—5(240—3x)=£x—90+3x:m—%:
4 16 27 8 2 8 8
:(4\/§+9)x_90
8
S’ (x)=0 @—90:0 N @:90 5 (43+9)x=720
720

= =4572028 0, 80
X 4\/§+9 (E [ ])

Como S(x) es un polinomio de primer grado con coeficiente de x positivo, es una recta de pendiente
positiva, entonces a la izquierda de su raiz es negativa y a la derecha positiva.
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En x = 4572028 hay un minimo local y como f{(x) a la izquierda es decreciente y a la derecha creciente, este
minimo local es el absoluto.

La funcion S(x) alcanza su minimo para x = 720 m=452028 m
43+9

Por tanto, para que la suma de las dreas del triangulo y del cuadrado sea minima el lado del triangulo

debe ser de 720

4J3+9

m= 1356085 m.

m 'y la longitud del cable para construir el tridngulo serd de

720

4\/§+9

3

720

ﬁ( 20 jz ) [240—34\/%9

El drea minima serd: S = ——
4J3+9 16

2
y j = 1565'8710 m’
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